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शिवालिक पर्वत श्रेणियाँ की उपत्यका Й बसे ऋषिकेश नार के राजकीव 
= 1 जब gle ele zam लाल सिंह (संप्रति प्रोफेसर एवं अध्यक्ष, 
गणित विभाग, गुस्कुत smt विश्‍वविद्यातव, हरिद्वार) गणित विभाग के अध्यक्ष 
पद पर कार्य कर रहे थे, तब से яё शोध छात्रों की अन्वेषण वृत्ति तथा 
गुरुनिष्ठा से अभिभूत में सदेव सोवा करता था कि कवा कभी F भी उनकी सन्निधि 
मैं do कर अपी शोध पिपासा शान्त कर सदुंगा ? 


भारतीय गणित विज्ञान में श्रद्धेव प्रोफेसर साहब की ma? पैठ उनके निकट 
आने वाले हर शोधार्धी में сей अस्मिता ओर भारतीव ज्ञान-विज्ञान की विशिष्ट 
उपलब्धियाँ के प्रति गौरवपूर्ण amami का भाव जगाती हे. वही सोव कर जब मेँ 
qe de सिह से मिला तो = qa उदारतापुर्वक अपने निर्देशन मेँ ले लिया 
और дч कांगड़ी विश्वविद्यालय में हिंदी माध्यम से गणित पर अनुसंधान कार्य 
करने की प्रेरणा दी. | 


тая प्रो सिह तथा मानावा smi सिंह ने अक्षय kuqa देकर al 
मेरा मनोबल बढ़ाया, वहाँ एक कठिन कार्य संपन्न करने में निष्काम सहायता भी 
at. 


जहाँ तक गणित जैसे विलष्ट विषव का राष्ट्रभाषा feet के mem से लेखन 
का प्रश्‍न है, जब Ë 1986 पॅ शोध कार्व प्रांरभ कर रहा था तव तक fet 
भाषा के माध्यम से विज्ञान विषवक शोध wut के des की पर्वा तक न थी. 
प्रोफेसर सिह के ही निर्देशन में श्री fas कुमार (हरिद्वार) ओर amm 
एक साथ शोध ай प्रारंभ किया था. इसके बाद उनके निर्देशन d कई महत्वपूर्ण 
शोध प्रपत्र एवं दो शोध प्रबंध हिंदी d fe गये. उसी श्रृंखला में वह तीसरा शोध 
प्रबंध है; एतद्‌ विषयक हिंदी में हूए कार्य का да शोध प्रबंध के अंत में दिवे 
गये ‘Мат’ में अनुस्यूत है. 
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प्रसतुत शोध प्रबंध Й date हिदी निदेशालव (शिक्षा विभाग) द्वारा 
प्रकाशित "हिंदी वर्ती मानकीकरण" Тт पुस्तिका में संस्तुत निर्देशों का भरसक 
= करने का Wed किवा गया हे. नई पद्धति के aque за weal को इस 
प्रकार लिखा जा सकेगाः नेसे विधा को विद्वा, тїї को жай, द्वितीय को 
दृवितीय आदि, maf पुस्तिका में पूर्ण विराम के स्थान पर छड़ी पाई COD प्रयोग 
करने का निर्देश है परन्तु इस शोध प्रबंध में तकनीकी कारणों से अंग्रेजी के पूर्ण 
विराम (.) का प्रयोग किया जा रहा है, чє शोध प्रबंध में वैज्ञानिक तकनीकी 
शब्दावली आयोग, भारत सरकार द्वारा प्रकाशित 44 पारिभाषिक शब्दावली का 
उपयोग किया गया हे. पाठकों की тп के लिए कुछ प्रयुक्त तकनीकी शब्दों की 
सुची अत में दी गई हे. इस get में ऐसे तकनीकी शब्द भी हैं जो हात ही में 
' पारिमाषित हुए हैं. वस्तुतः м med के हिंदी स्यांतरण प्रो सिंह акт gan 
गये है. | 


arm стада) द्वारा MÄR के em पर इस पूरे 


eC es lI 


T प्रस्तुत शोध प्रबंध के निर्देशक पूल्वपाद дык zie श्याम लाल fire 
प्रोफेसर एवं अध्यक्ष, गणित विभाग, да कांगड़ी विश्‍वविदयालव, हरिद्वार का 
नतशिर हार्दिक आमार स्वीकार करता हूँ. उनके үа निर्देशन, fer वत्सलता, 
उत्साह्वर्धक प्रेरक vt एवं हर प्रकार से की गई सहाकता के फलस्वस्प ही P वह 
शोध प्रबंध तैयार करने मैं anf हो सका. 


T इस अवसर पर प्रोफेसर м Ча аш, mu, विज्ञान 
महाविधालग, yep कांगड़ी विश्‍वविघालव, हरिद्वार का इस тон के दौरात 
उत्साह वर्धन एवं प्रेरणा के लिए अत्यंत anm हें. 
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Й gegen कांगड़ी विश्वविद्यालय E प्रो विष्णु दत्त XRT’, अध्यक्ष, 

feat विभाग, श्री विणवेन्द्र कुमार, रीर, गणित विभाग ФП 210 que (40 
गुलाटी व sfe т चंद्र गैरोला, प्रवक्ता, गणित विभाग के विशेष सहयोग एवं 
E के प्रति अत्यंत कृतज्ञ š. 


ia सभी विद्वानो का आमार स्वीकार करता हूँ जिनकी रचनाओं से 
परोक्ष एवं प्रत्यक्ष स्य से लाभान्वित हुआ हूँ. qe amet विश्वविद्यालय के 
संस्थापक леў दयानंद के शिष्य ओर राष्ट्रपिता महात्मा गांधी के सहयोगी, auff 
Jaia जी महाराज का सर्वोपरि कृतज्ञ हूँ, जिन्होंने भारतीव संस्कृति को भावी 
पाद्री के लिए संरक्षित रहने के लिए इस अद्वितीय राष्ट्रीय शिक्षा मंदिर का निर्माण 
किया, 


Й अपनी पूज्य माता एवं परिवार Өй का आभार ce में कैसे व्यक्त 
qu? उनके स्नेह, सहयोग एवं आशीर्वाद की छ्त्रछावा में ही में अध्ययन कर पाया 


і. 


अत में कक श्री सतीश gum त्यागी, विकास एवं योजना कार्यालय, 
ЕЛІ विश्वविद्यालय का зя शोध प्रबंध के ам एवं шэч के लिए हार्दिक 
धन्यवाद करता हँ. 


हरिद्वार “ага Eo am 
दिनांक Зо जनवरी 1991 देवेन्द्र दत्त शर्मा 
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= परिययात्रक अध्याय में ліч गणितज्ञ we пех द्वारा अन्वेषित 2-arm, 
2-मावकित 542-4414 aaa संक्षिप्त विवरण feat गया है, ut एवं (at Ф ПП में 
ата संकुपन fra एवं do संकुवन सिद्धांत और zb це वयापकीकरणाँ का зада किया 
गया हे. अंतिम अनुभाग d शेष अध्याय में संपादित कार्य का ufa विवरण अनुस्यूत है. वस्तुतः 
यह अध्याय निम्न पार aqui में fou हैः 

1. 20, 2-मानकित एवं 2-बावाष wien 

2. ЯН संतुपन सिद्धांत एतं इसके कुछ व्यापतीकरण 

з. бйр सिद्धांत 


4, ammi अध्यायो की afta ata 
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зай 2-WHft एवं г-ані таблі 


ऐसा प्रतीत होता है कि wq 1928 Ў प्रकाशित प्रोफेसर के मगर के एक शोध vu 
(1161 ў प्रेरणा प्राप्त कर जान गणितज्ञ प्रोफेसर एस ПЕК 1582-1617 ने gm एवं 
मानकित ma के a सादुश प्रस्तुत किये fe क्रमशः 2-29 एवं 2-मावकित aia 
कै नाम से जाना जाता है. वक्लद्‌ час Й ar निर्धारित त्रिमुज के धेत्रफल के 
गुण-धर्मों की {ач गणितीय aa करने वाली aa पर m विस्तृत अनुसंधान कार्य के 
लिए (141, (131, [211-[231, [301, [341-139], [551- [56], 
[69], (761, (781, [79], [811-г831, [98], 11271, [142], 
(17014 1201) का अवलोकन करें, 


एक ШМ qu x के लिए хх ххх पर वास्तविक mw ० को 
2-0 कहते हे वदि а a शर्तें संतुष्ट करता होः 


(3-1) दो भिन्न Пай х, ४ के लिए x баг का इस प्रकार अस्तित्व 
हो कि do, у, 2) = 0; 


(3-2) यदि तीन Май х, з, 2 W से mm से कम दो ond तो 


d(x, ४५ 2) £ в, 


(4-3) d(x, 9, 2) = 4(9, 2, x) = d(2, x, Y); 


(तीनों परो d सममिति); 


(4-4) а(х, Y, 2) < d(x, Y, ч) + d(x, Y, 2) + d(W, Y, 2) 


(तरिमुर्जीद зачет); 


24 (>, ५) को 2-दृराक समष्टि कहा नाता है. (8-2) ओर (द-4) d स्पष्ट 
है कि 4 MEE फलन है. й 
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5 мер: 


सर्वधा 2-40 से संबंधित कुछ उदाहरण fet ना रहे हँ. 


F 1, [58], वदि Xj, Ур 2] क्रमशः x, у, 2 के निर्देशांक हाँ तो 


दो या अधिक विमाड् के wm गुविलर्डीवन ain Gn पर निन 2 पारिभाषित होती हैः 


1 
de 


х Xj 1 
dix, ५, 2) =(2) 5 iy, vw 1 
i<j 2, 2) 1 
इस प्रकार ТОП 2-0 को युक्लिडीक 2-0 कहा जाता है. 
उदाहरण 2, 112०1, TW d X = се, 1, 1/2, 1⁄3,.....Y 
तपा d: Xx Xx X— te, oo) निन प्रकार ТИІН qi: 
1 यदि x, s, z भिन d तषा fata qf n के 
d(x,y,2) = लिए tun, 1/(n+1)} С tx, y, zy Š 
8 jm, 
तब (X, d) एक г-аіф wk है. 
उदाहरण з. (1201, JW d 
X = ta) Ш can 9 ॥) 8 1,2,....3UtbIULb, unas OM OOF 
जहाँ a = (1,0), b = (0,0), a, = (1+1т , 8) 


तधा Bn = (8, 1/n), ne 8, INCA, २८ 


а: XX X x X— І0,о) 
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नरिमन प्रकार d 


= ददि किसी धन qf п के लिए <х,у,22 
= ta, Bn» ay वा tap» bn’ bt 
d(x, 9, 2) = वा विभिन्न धन पूर्णीतों m,n के लिए <х,у,22 
= ‘а’, br” а,2 al tan» bn” bn? 


Alx,y,2) ТӘП 
जहाँ A(x, ४, 2) (ӘЙ х, ४ और 2 से बने вм का dama है. 
तब (X, d) एक 2-55 समष्टि है, 


इस um में uw 2-दुरीक एवं 410 (1-दुर्रीक) ШІКТІ को क्रमशः (x, d) d 
(M,d) दवारा प्रदर्शित करी, 


गहलर (581 ने frau किवा है कि зай 2-55 а तारों at ८ अर्थात्‌ तीनों 
arm) में किसी एक निर्देशांक के सापे संतत है freq वह आवश्यक नहीं कि यह दो निर्देशांकों 
के सापेक्ष भी संतत हो. यदि यह दो т के सापेक्ष संतत हो तो यह तीनों निर्देशांकों के 
тім भी संतत होगा. 2-कू्गक फलन वुविसंतत कहा जावेगा वदि वह सभी निर्देशांकों के а 
संतत हो, 


2-दुर्राक ШК x का एक अनुक्रम <х > 2-कोर्शी अनुक्रम (सामान्यतवा, यदि भ्रम 
की [їл न हो, कोशी ATW ) कहा जाता है वदि x के प्रत्येक विठु a के लिए 
सीमा ип ५९०९० Жи» а) = ९. 


A » पर अनुक्रम (०2 अभिसरित होता है x को इस अनुक्रम 
की सामा कहते हैं वदि хатт a के लिए 
सामा, dom. x, a) = в. 


(Xx, d) को पूर्ण 2 समष्टि कहा जाता है वदि इसमें प्रत्येक कोशी अनुक्रम एक 
quani qq हो, 
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зда है कि किसी qf 2-दुरीक समष्टि मं अभिसरित होते वाते кіт अनुक्रा का 
Qm होना आवश्यक नहीं t QQ उदाहरण 2). इसमें ох, а) एक पूर्ण 2-दुरीक wük है 
3 A A कोशी अनुक्रम 46 है. 
एक अन्य उदाहरण (देहे, उदाहरण з) d गावडु-प्रसाद (1281 4 де दिखाया कि यदि 
2-26 апа x पर संतत हो तो т х में अभिसरित होने वाला प्रत्येक зря 
कोशी होता है परन्तु इसका विलोम सत्य नहीं है, 


प्रान d L एक Y अधिक विमावाली Ню सम्रष्टि है तथा L x Low निम्न शर्तों के 
साध Il, . 11 एक वास्तविक फलन हैः 


(4-1) па,ь11-%, यदि ओर केवल वदि a एवं ७ Ма: आश्रित E; 
(1-2) Па, ७|| = Ilb, alls 

(1-3) 11 Pa, ७ || = Ip Illa,b 11, जहां P वास्तविक संख्या है; 
(1-4) || a+b,c || = 118,9 | [| + 11b,c ji; 


ии, || को L पर 2-m एवं gm (L, 11, 11) को 2-मानकित 
ше कहा जाता है, स्पष्ट है कि ।।. , . ।। एक डणेतर फलन है तथा किसी वास्तविक 
Gp एवं L के प्रत्येक у के लिए II ५५४ + px || = Их, yii: 


इस अध्याय में जब तक अन्यधा न कहा जाये, L द्वारा 2-मानकित साष्ट को प्रदर्शित 
qu. 


2-मानकित समष्टि L का एक अनुक्रम ९५५० कोशी अनुक्रम कहा लाता है वदि L मैं 
Чек: स्वतंत्र वव за 2 a कि 
सीमा ип (13७ ye ४ 1129 
और 


सीमा кл 1190 n 2।। = 8. 


2-पानकित समष्टि L में एक अनुक्रम oq को अभिसारी कहा ИП यदि L के 
त्येक aa y के लिए L में एक अववव x का ऐसा अस्तित्व हो कि 
सपाण Иж ¬ y в. 
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= अनुक्रम <> С L के किसी बिंदु хт ahaa होता हो तो x को 
इस अनुक्रम की सामा कहा जाता A को 2-वानाल समष्टि कहा जाता है 
यदि इसम प्रत्येक कोशी अनुक एक अभिसारी अनुक्रम हो. 


HIT 4. 12911. पान d ६३ ат fafa सदिश समष्टि को प्रदर्शित किया 
जाता है, मान तें 
x = (a, b, с), y = (d, e, f) 


qu 
Ix, YII = [xx ४|* 
Я (Ez, 11... 11) 2-amg समष्टि हे. 


Mm а, ІІ .,.1Ю एक 2-मावकित समष्टि हो м теі पर 
d(x,B,2) = || x-z, ४-2 || लेकर एक 2-दुर्रीक पारिभाषित किया ना सकता हे. 
इस प्रकार प्रत्येक 2-मावकित me 2-a чи भी है परन्तु इसका विलोम सदैव सत्य नहीं 
है, हाल ही H चो-फ्रीजे (2३1 ने उन परिरिथितियों का том किया जिनके अन्तत एक 
2-50 समष्टि 2-मानकित समष्टि हो सकती t. 2-मानकित एवं г-ам unen पर विस्तृत 
अध्ययन फे लिए ((211, 1231, [341-[391, (591, 1611, [98], 12011) 
का अवलोकन करें, 


2 
वानाहु FE a एवं इसके कुछ व्यापकीकरण 


स्थिर fag सिद्धांत गणितीय विज्ञान की एक आकर्षक विधा हे जो अनुप्रयोगों की afte से 
अवकल-समाकल सर्माकरणो, गतिकीव ततो, प्रोस्थितिकी, फलनक विश्लेषण, meum Ta, 
विवरण सिद्धांत „ mer सिद्धांत, सन्निकटन सिद्धांत, अभिकलित्र aa, अभियांत्रिकी एवं 
SS 29: शनेः स्थिर विन्द॒ अस्तित्व एवं इसको 
प्रात करने की नई विधियों के अन्वेषति एवं परिष्कृत होने से वह fusus प्रायोगिक गणित में 
विभिन्‍न प्रकार के सर्माकरणो के सफल साधन हेतु oye भूमिका निभाने लगा है. पिछले acta diu 
वर्षौ मॅ विभिन्न feani य М सांस्थतिकी, айт, 2-दुरीक्ष, тэта. fee, 
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rmn, वादुष्छिक एवं a f मे स्थिर विन्दु की प्राप्ति м किवे गये शोध कार्य 
से बृहत साहित्य सामने आवा हे. स्थिर Ма Фа के aqa को देखते हुए इन ्गेवाँ के व्यापक 
ӘЙ के प्रति गणितज्ञों की जिज्ञासा निरन्तर बर्नी हुई है, 


1910 Ў एल ar द्वारा यह स्थापित किया गया कि ऐकक गोले पर पारिमाषित संतत 
स्व-प्रतिषित्रणो का एक fem बिंदु होता है. कुछ समव बाद 1922 A tUi ам ने एक अन्य 
स्थिर fag प्रमेय प्रतिपादित किया, जो अनुप्रायोगिक गणित के लिए एक महत्वपूर्ण उपकरण सिदुध 
हुआ. प्रस्तुत शोध प्रबंध में हमारा sae इस स्थिर बिंदु प्रमेव के कुछ अन्व व्यापकीकरण प्रस्तुत 
करना है, स्थिर बिंदु सिद्धांत पर रपित उपयोगी पुस्तकों कै लिए (1121, (431, ६671, 
711-1721 4t851-r861) का अवलोकन करें. 


ш संतुवन सिद्धांत 


यदि айт wm (м, d) पर एक уйат т के लिए एक x4 नियतांक к ९4 
का б अस्तित्व हो कि ॥ के प्रत्येक x у के लिए 
d(T, Ту) < Kd(x, 9) 


A पर संकुचन Ч कहा जाता है, № ८ = 1 होतबग की 
ше м पर अविस्तारी т कहा जाता है, स्पष्ट है कि अविस्तारी प्रतिपित्रण संकुपन 
fear से अधिक व्यापक हैं. अविस्तारी प्रतिपित्रणों के स्थिर बिंदु के अस्तित्व एवं सन्निकठन सेतु 
अलूफाह 131, एंडरसन-वे-सिह 151, आसाद-किकै (61, ag-am- 181, 
बीतु-किर्व-स्ठेर (111, ўзы 1151, गोबेत-किर्क-शी्मी 1651, आईसेकी 1791, 
वे-सिह-श्विटफ़िलूड 1701, किक 11९11, e-f- 11231, 24 
£1511 व सिह (1721 के कार्य विशेष स्प से 540604 हैं, (आपारि-लसरी го, 4 
(71, कार्वौन-म्ारिवो (160, 9-5 ८382-393, шайба (461 , 
गोबेल-कुण्यूमोव 1662, 1-04 1671, Mé (682, FRE 1741, लरह्री-तिवारी 
1961, लाल-सिह 11091, fm (1101, मार्क (1111, मासो-रोप्त £1131, 
नाइलर 11191, ЧАТ (1571, f (1641, |Ж £1953, धीप-वीट 11971, am | 
[2021 TA 2०42 को भी аф. Әп कि зам है पूर्ण दूरीक me पर U 


होता है कि 12 = 2. 
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ze ый aaa фи सिद्धांत camo के am से जाना जाता है. विभिन 
aut Й ані एवं इसके व्यापकीकरण का हाल हीं में піч अध्ययन हुआ है ¿QQ 
13-231, 157-1121, 1147-1221, (241-1241, [311-133], 
[381-54], [57], [62], [68], 1701-1731, 1757-19772, 
1997-1115], [1171-[ 126], Г 1287-1631, І 1651-І 196], 
C 1981-12991], [2021-[2041), 


ऐसा प्रतीत होता है कि de आईसेकी-वी०के७ शर्गा-पी९एल७ शर्मा 1821 द्वारा 
2-दुरीक me पर संकुचन प्रतिवित्रण (वदि 2-दुरीक ШІК (५, а) पर स्व-प्रति्रिण T 
के लिए ке (е, 1) का ऐसा अस्तित्व हो कि x के प्रत्येक х, з, а के लिए 
d(Tx, Ty, а) ९ ках, у, a)) पारिमाषित करते हुए यह सिद्ध किया गवा कि पूर्ण 
2-दुरीक समष्टि पर पारिभाषित प्रत्येक йр प्रतिपित्रण का एक qalada faa होता है. 


उनके इस प्रारंभिक कार्य से 2 एवं 2-मानकित समष्टिं में स्थिर Най के अस्तित्व 
का amor ga (782-1791, 1811-821, 11601 भी दे), उल्लेख्य है कि A 
mat ने 2-दुरीक ame पर Пакт की शर्त का प्रयोग करते हूए स्थिर faa का अन्वेषण 
किया, ऐसा प्रतीत होता है कि деи प्रकार प्रतिवित्रणों के लिए इस शर्त से मुका परिणाम सर्वरथा 
rg 11501 एवं लाल-मिह 11081 स्थापित किये, fem fag सिद्धांत में зас के 
qu दुवारा रचित зря का कोशी होना या न होता महत्वपूर्ण भूमिका अदा करता है, इस 
परीक्षण ў लिए fae 11581 4 1979 A Aug 11591 ў प्रेरणा लेकर निम्न а 
स्थापित की जिसने 2-दुरीक समष्टि पर स्थिर Май के अन्वेषण को अत्यंत a बना दिया. 


gift 2.1. 11६81, mw d पूर्ण 2-दूरीक ww x Й cu,» एक अनुक 
है, तब зри cy? ПК x के किसी Ra पर अभिसरित होगा ववि 140 n और x 
के प्रतेक ३ के लिए nece, 1) का ऐसा अस्तित्व हो कि 


асып, Зу. 2) «СУ, शा? а) 
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ЕР 


теі पर हाल ही में प्रकाशित सिह-ांगु्ली-कुमार 11791 की fua Фа का здай 
करना añ होगा, प्रमेय से प्रयुक्त संकेत निम्न mu Й t 


x न्युनतम तीत बिंदुओं वाले mu шр के लिए प्रयुक्त है, N का प्रयोग प्राकृतिक 
wh mpm के я |і, (1,०) का 25% wh के s H एवं 
Н = <h:९,००) O 10,00) : उपरि mq demum है एवं h(t) <t, 

t > 02, यदि 5 तथा ? acy पर ИТ Ем ८(५९) को 5 तथा P 
के шы संपाती бай के да के = में ды किया जायेगा, अर्थात्‌ 


c(SP) = X2: S2 = Pz}, 

E एक 2-40 Me और 
маем) + X— Y है, यादि ит $, 1 : xv झस प्रकार है कि 
A,(X)CS(X)M TOO, LEN तथा WW x, з € X a€Y, i ЕН. 

LAJ कै लिए qu Hy किसा п & लिए 
(2,2, 1) асах, Ауу, а) 
«AGO <4(5х, Ту, а), d(Sx, Ах, а), 
(Ту, Яу, а), l/2Ud(Sx, Ajy, а) 
+ d(Ty, Ах, a)1)) > 
छापणे. 
AM SON TOOL Y की पूर्ण उपसम्रष्टि है तव प्रत्येक ієм के लिए 


(2.2.2) A, { s, मॅ संपात है; 
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ай ^, dk т, Ú संपात है; 

तधा वदि X = Y He प्रदेक A, S (mW: 1) Š UM ८(6,5) (gm: 
c(ñ,T)) पर क्रमविनिमक्ति होता है, ма, (1 e н), $ ЯС т का заж far 
बिंदु होमा, 


Rar प्रतीत होता हे कि पिंर-गागुंती-कुप्रार 11793 की उक्त gi 2-दुर्रीक ШЕ एर брай 
प्रकार के gal हेतु aut तक ज्ञात परिणामी Û लापक हे. इससे कई परिणाम ale के स्स मे wm 


किये जा सकते हैं, IRAN 1731, 127), (1821, £12९], [158], [169] а [182] 


A किये जा सकते हैं, 
ў m सिद्धांत 


यदि atts ME (м, ०) aaa f d о के तिए एक warm 
तियतांक ८ ९ 1 का इस प्रकार af हो कि 


(4-1) ІМ С sh; 
(4-2) d(fx, fy) < kd{sx, Sy), x, зем; 
(q-3) TRAN ऽ संतत हो; 

(4-4) qaw f और s am; 


तब पूर्ण Rin ші м Ў RN г एवं s Жай не fex Fa रते हैँ, 


यह परिणाम हुक 1872 खारा 1926 H प्रतिपादित किवा лат. 
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“विशेष टिप्पणी + жа! प्रतिबंधों (ज-1)-(ज-2) के दधीन दो प्रतिपित्रणो के संपात 
a का अध्ययन ma 1641 3 ўт के परिणाम प्रकाशित होने से पूर्व कर लिया था,ऐसा प्रतीत 
होता है कि gs के उक्त परिणाम का आधार गोबेल 1641 का संपात Фа नहीं है. वस्तुतः 
паа ने arate का प्रयोग करते हुए यह मिद्ध किया है यदि पूर्ण ad समष्टि पर स्व-प्रतिपित्रण 
(ज-1)-(ज-2) को संतुष्ट करें तो wet f dk s का ॥ के का से कम एक बिदु 
पर संपात होता है अर्थात्‌ ॥ मैं का से कम एक ऐसे बिंदु 2 का afd होता fz = 
зг . वर्ष 1983 Й, एक्‌ वार्ता के दौरान प्रो wero सिंह ने me ate 19 से यह 
पुछा कि क्या आप 19 58 | प्रकाशित गोबेल संपात प्रमेय से परिवित हैं? इस प्रश्‍न का dle 19 ने 
नकारात्मक उत्तर व्या था, 2 


ўт के उक्त परिणाम्न ने amen qara में एक गयी दिशा को जवा दिया. वस्तुतः dm 
का उक्त परिणाम सर्वरथा सिंह 11531 द्वारा व्यापकीकुत हुआ. аата अनेकों ТІЛІП ने ZW 
परकार $ संकुबन (ацыі का प्रतिपादन किया, उदाहरणार्थ देवे (181-1191, £241, 
(241, [33], [491-141], [47], [591-152], [54], [57], 1731, 
[881-10911, [931-197], [ 1021, [1041-L 1051, [ 1121, 
[117J-L 1181, [ 1201, L124]-[ 125], [ 1281, г 1321-L[ 1341, 
[ 137 2-Е 1381, . [ 1401, [152]-[ 1561, [163], [ 1651-1711, 
L1731-[175], [1773-[194], [196], (2001), 


jm प्रकार के संकुपन fqan Й प्रतिपित्रणों की क्रमविनिमेयता (ऊपर (4-4) देखें) को 
fri करने के कुछ सफल प्रवास किये गये, इतालवी गणितज्ञ सेसा 11561 4 दुर्बल 
тант, ds 7881 ने gim, सिह-तिवारी 11891 ने sum क्राविनिरेक्ता पाठक 
(1371 3 ада” fa से क्रमविनिमेकता को प्रतिस्थापित करते हुए व्यापक परिणाम प्राण 
किये, (क्रमविनिमेवता के аа tae की परिभाषाओं एवं 90 आपसी संबंधों पर खाहणों हेतु 
їшї अध्याय का pm अनुभाग Ай) ўт 1871 का उका परिणाम अब 46 संकुवन (і 
cmo के am से जाना जाता है (उदाहरणार्थ ûf , (1893, £192) 
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P Wit होता है कि गुंक (871 की ara का 2-दुरीक समष्टि H adem विश्तारण 

1977-78 Й प्रोफेसर OM लाल fu. दुवारा किया गवा (94 1663 व 
c190), सिद्धांत का 2-दुरीक सादुश ma 2.2 Й अन्तर्गिहित है. इसके बाद quf का 
व्यापकीकरण, विस्तारण а अनुप्रयोग विभिन्न arf एवं विन्यायों में किया गया (उदाहरणार्थ Ad, 
[18], І251, (541, (571, [94], [95], (971, 11821, [105], 
[.1॥171-[1181, (1281, [149], [1651-L 1711, 11731, [1811-E 194], 
[ 1991), 


4 
її अध्यायी की afra sitar 


44414 qum Я पुंग 1271, ТКО 11393, дз 11521, पाठक 
[ 1361-11371 द्वारा स्थापित किये गये स्थिर fag ma की प्रतिवरण, शर्तों का अध्ययन किया 
गया तथा qub से कुछ परिणार्मों को विस्तारित करते हुए कुछ № बत किये गवे है. इस 
प्रकार ПЧ амі संकुचन सिद्धांत के कुछ अन्य व्यापकीकरण प्राण होते हॅ. संबंधित परिभाषाओं 
आदि को स्पष्ट करने के लिए कुछ उदाहरण प्रारंभ में ही दिये गवे हैं, 1973 में प्रोफेसर de 
КЁ ८1143-11157 ने que ИТ पर gum ам संकुचन सिद्धांत का एक 
лед व्यापकीकरण प्रस्तुत किया जो संप्रति aqa विश्लेषण के लिए mam हो रहा है. 
तृतीय अध्याय में इस ум सिद्धान्त का 2-20 une में अध्यवन करवे का प्रवास किया गया 
है, इस प्रकार प्राण परिणाम गोबेल 1641, Z5 t 871, सिंह-कुलभ्रेष्ठ 11761, TA 
शार्मा - शर्मा {7४,८823 के परिणामों का विस्तारण एवं एकीकरण करते हॅ. а अध्याय में 
2-बानाह समष्टि पर एक नई शर्त के зум स्थिर ба Qm प्राप्त किये गये हॅ. वह gam है कि 
अविस्तारी प्रकार के УМ के पुनरावृत्तिको का किसी fem fas प्र 
अभिसरित होता आवश्यक नहीं है. Im अध्याय का उद्देश्य कुछ ऐसी प्रतिवित्रण शर्तों का अध्ययन 
करा है जिनके अधीव 2-मानकिति wf एर पारिमाषित प्रतिपित्रणों 008041001 का अनुक्रम 
प्रतिषित्रण के . स्थिर ба पर अभिसरित हो सके, वस्तुतः 2-मानकिति ante पर 
पुनरावृत्तिकों के अभिसरण संबंधी समस्याओं के अध्ययन का वह ра प्रवास हे. зи अध्याय में 
विस्तारा प्रतिपित्रणों हेतु कुछ स्थि te प्राप्त किये गये हैं, 
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F ss eric ete ae fer B 


Tei अध्याव d विभिन्न uper शर्तों के uH 2-20 समष्टि में fem fag परमेव 
सिद्ध किये गये हैं, वह menm fee अनुभागों d विभाजित हेः 


1. परिमाषाएं एवं उदाहरण 

2, दो प्रतिवित्रणो हेतु स्थिर [ба प्रमेय 

s. परिमेय quit हेतु स्थिर fa प्रेव 
4. सात प्रतितित्रणों हेतु स्थिर fag wh 


5. ga Aha प्रतिवित्र्णों हेतु स्थिर fa प्रमेय 


| 
i 
| 
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E 


परिभाषाएं एवं उदाहरण 


परिभाषा 1.1 11561, दुर्रीक mfe (md) पर स्व-प्रतिवित्रणो P व T को दुर्बल 
क्रमविनिमरयी कहा जाता है xe nod प्रतेक x के लिए 


d(PTx, TPx) < d(Px, Tx)- 


स्पष्या, М पर o भी ЕЙ परन्तु इसके विलोग का सत्य होवा 
आवश्यक नहीं हे. वह निम्न उदाहरण ў प्रदर्शित होता है. 


उदाहरण 1.1 1156), माव d m = 19,11, d निरपेक्ष माव qm हे तथा 
स्व-प्रतिपित्रण ? वे T समष्टि ॥ के प्रतेक x तथा a › 14 लिए На प्रकार पारिभाषित 
E 


Px = x/(2a*x), Tx = х/а, 


` ` स्पष्टतः Pea T दुर्बल क्राविनिमवी E परन्तु क्रमविनिमर्वी नहीं E. 


परिभाषा 1.2 ६1202, मात d P एवं 2-दुरीक ШІК (х,4) पर 
स्व-प्रतियित्रण हैं, तब P एवं T को किसी विन्दु xe x पर аа क्रमविनिमवी कहा जायेगा 
वदि x के îy а के लिए 


d(PTx, TPx, a) € d(Px, Tx, a): 


यदि ९ एवं T mie x के wm बिंदु पर इसी प्रतिबंध को age करें तो d аа क्रमविनिमर्वी 
कहे जावी. 


निन उदाहरण d er ^ कि аа क्रमविनिमरवी प्रतिवित्रणो का क्रमविनिमर्यी होना 
आवश्यक नहीं है जबकि इसका पदैव सत्व ё. 
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उदाहरण 1.2. (1201, MA X = <1,2,3,42 
ӘП दूरीक «Хх Хх X — 18,0) को विन प्रकार पारिभाषित करे 


9 qf x = वा ७ = 2 W[ 2 = x 3 
а(х,ч,2) = {x,y,2} = <1,2,32, 


1/2 gem, 


स्व-प्रतिषरिणों 5 एवं т को а प्रकार ПОП m 


и 
го 


Sil 6 62 SS 8 54 


तभा . 
ТІ = T2 = 13 = = 5 б 


तव (Xd) एक 2-दुरीक ЧИС है ओर 5 एवं т ада ma हें परन्तु क्रमविनिमवी नहीं 
है, 


परिभाषा 1,311892, am ІШІК (५,५) स्व-परतिवित्रणों P ат को sq 
mah वा чт क्रमविनिमर्वी (जिसे दुंक 1882 दुवारा ўм भी कहा जाता है) कहा 
जावेगा वदि और केवल वदि 


Ч ACP Tp» ТР) = 0; 
जबकि x Ñ oq» इस प्रकार का qm है कि x के किसी बिंदु u के लिए 
(*) ЖІП, Px, = WM, Tq, = u. 


FETT ` ` शर्तं (७) को संतुष्ट करने वाले ada क्रमविनिमवी प्रतिपित्रण युल 
zum क्रमविनिमर्वी ЄЙ तथा [шя उदाहरण प्रदर्शित करता हे कि इसके विलोम का सत्व होना 
आवश्यक аб है. 
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उदाहरण 1.3. 11771, AMT कि М = 10,00), Рх = 2x2 Tx = 3x2 
तथा ॥ पर а निरपेक्ष मान am है, तब 


d(PTx, TPx) = 6х4 
एवं 
d(T, Px) = x, 


स्पष्टतया М के mi बिंदुओं х के लिए 
d(PTx, TPx) $ d(Tx, Рх)» 
अस्तु ? व Т दुर्बल क्रमविनिमर्वी d हैं, कितु वदि 


- 2-П 
ध्या 2 dd 


Px, 8, be 8, d(PTx 17), 2-२ 0 


n? 
और ? व 7 ५-उग़ामी mf vium हैं, जहां u = е. 


. रों (881, (1521, (1771 d 01891 Я де दावा किया गया हे कि qua 
अपवा sum क्रमवितिमर्वी ШОН! याल <Р, тэ de aña किंतु हाल ही में 
प्रोफेसर एप०एल० fre (हिरिद्वार) Я “diera Гад” (Ñ ме 990 : 54939 वा 
Se 1.4) के लिए प्रोफेसर ўт के TH (981 का पुनरावलोकन करते Sm एक उदाहरण 
देते हुए यह टिपणी किया कि दूरीक mfe में दुर्बल क्रमविनिमर्या प्रतिध्तरिण याल आवश्यक नहीं फि 
summi क्रमविनिमेवता C वा ут की शर्त को संतुष्ट करने के लिए enfe में किसी अनुक्रम 
схо? का ча हो ही. 
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Bays x 


las US 


Er 


E 


BRET 1.4. Má М - 11,००) , d = іча, 


तथा, 8 : H — Ма fx = 1 + x, gx = 1 + 2%, НЕДЕ 


«Стах, gfx) = 1 «x = d(fx, gx), 


अस्तु, f एवं ऽ दुर्बल क्रमविनिमवी हैं wwe ॥ मैं किसी ऐसे अनुक ५५५? का अस्तित्व 
नहीं मिलता जिसके लिए f व s gana प्रतिवित्रण हो सके 


परिभाषा 1.4. 11771, मावा P एवं T किसी 2-2 समष्टि (X, d) पर 
Н-Т हैं तब Pod ТЯ x पर उपगागी аа वा gua कहा जायेगा यदि 
और tact यदि x के фаў लिए 


सीमा, d(PTx,, TPx,, a) = 8 


7 

जबकि Cx"? CX इप परकार art फि 
ШІП, Px, = П, ТЖ, = и, 

परिभाषा 1.5. (1541, ग्रान d दूरीक mic (м, ०) एर s та 


स्व-प्रतिपित्रण हैं, समष्टि м में अनुक्रम cx > को 5 के umu sofa: 1-नियत्रित कहा 
जायेगा afa 


सामा, d(Sx,, Tx,) = ९. 
परिभाषा 1.6. (1931, ли а 2- समष्टि (५,०) प ऽ एवं 1 दो 
स्व-प्रतिविवण हैं. समष्टि x में अनुक्रम cx को 5 के ame omnia: TfR कहा 
जायेगा यदि x के кіт a के लिए 


іп, d(Sx,, Txp» а) = 
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ІІ: ЛД 


Е 1.7. 01371. т d कुक mx qua) पर sat दो 
SE तब समष्टि м d E oc > को 5 के सापेक्ष उपगामितः 72- निवीत 


कहा जायेगा वदि —= 
Йа, - Bl 

"83903 

4655 л Tx) = 0, 2: 


21 


सीमा, 

- | 7 
परिभाषा 1,8, मान d (५,५) एक 2-30 समष्टि है तथा 5 एवं mex 
पर दो स्व-प्रतिक्षिण हैं. м кира ам on? कौ s? के qa sun: 


7९-नियित कहा जागा वदि x के प्रत्येक a के लिए 
सीमा, 992%, 12...» а) = e, 
परिभाषा 1.9. 11371. माव d दुरीक ME (má पर 5 एबं 7 दो 


स्व-प्रतिपित्रण हें, तब गाल (५19 को दुर्बल * паў कहा नाका वदि ॥ के प्रत्वेक x के 
लिए 


d(STx, TSx) < d(S?x, T2x), 


rra, प्रत्येक тийїї mur за" ті होता है परतु इसके विलोम का 
सदैव सत्य होना आवश्यक नहीं हे. वह विन उदाहरण से प्रदर्शित होता है. 


BIRT 1.5. 11371, ЯМ Я М = ге, 11 निरपेक्ष मानदुरीक के साथ ain 
mai हे. ॥ के प्रतयेक x के लिए 5 एवं т निवत्‌ monis हे. 


Sx = x/(x + 2), Tx = «72, 
तब 5 एवं 1 4448 क्रमविनिमर्वी हे परन्तु аа 46 हैं. 


परिभाषा 1.10. 2-40 समष्टि (х,а) पर स्व-प्रतिवित्रणों ऽ ата аа" 
ФАННИ कहा ara वदि x के प्रतेक + व ad लिए 


d(STx, TSx, а) < १९५९८, Tk, a), 
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= 
< 
at प्रतिमां dg ferc fig gir 
1978 Ў ўт 1271 ने am समष्टि (१,०) पर पारिमाषित दो fami के लिए 
Маб age शर्त के बर्धांन कुछ स्थिर fag. a प्राप्त fed जो वायड-वोग ८142, dr 
[261 ( प्रपत्र पर विशेष टिपणी हेतु ОМ 11451 देखें) फिशर 1471, f $ 
тїптїї का विसताण करती हैं, 
(+) d(Sx, TSy) 
€ k(d(x, Sy)) अधिकतम td(x, Sy), d(x, Sx), d(Sy, TSy) 


kld(x, TSy) + d(Sy, Sx)]}; 


जहाँ समस्त х, чем तथा « ай से ? - coo पर उपरि шїї है और P - сөз 
कै प्रतेक ८ के लिए ८८६) < 1, gd P = <d(x, у) : x, чем», 


हाल ही H पावपटूटे (1301 4 ўт 1271 ў परिणामों के apt, hea, % 
प्रकार की aged शर्त के अधीन कुछ स्थिर fag प्रेव प्राप्त №. 


(жж) [d(Sx, 15५) 12 
< k(d(x, Sy)) अधिकतम <d(x, Sx), d(Sy, TSy), 
d(x, Т59). d(Sy, Sx), 1/2 d(x, Sx), d(Sy, Sx), 
Cd(x, TSy), d(Sy, TSy)?; 


जहोँ समस्त x, че маткай से - coo m उपरिसामि-संतत है ओर P - сөз 
के प्रत्येक t के लिए kc) ९ 1, जहाँ P = cd(x, у) : x, чем», 
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प्रस्तुत अनुभाग में हम शर्त (*) E REA 
2.1 एवं प्रमेव 2.2 {ан कर रहे हॅ. इस зат के परिणाम निनवत्‌ हैं: 


ma 2.1, मात d (x, а) एक पूर्ण z-aím une है तथा s एवं 1 me 
X पर स्व-प्रतिषित्रण हें वदि धन Hedî k एवं p (नहों ० ८ k € 1, kp < 1/2) का 
अस्तित्व इस प्रकार हो कि x के सभी y, аў लिए 
(2, 1, 1) d(Sx, 159, a) 
९ к अधिकतम <4(х, Sy, а), d(x, Sx, a), 
d(Sy, TSy, a), pld(x, TSy, a) + d(Sy, Sx, а)12; 


संतुष्ट d तो ५ एवं 7 के एक अदृवितीव स्थिर Ra का अस्तित्व होगा. 


उपपत्ति. माना x, समष्टि x का कोई fag हे. mie के fedî से एक अनुक्रम ¥ 
प्रकार पारिभाक्षित करें कि 


Xp = 9X9, Ха = Тху, ......, 2९७1 = SD 


Xan+2 = АНТО 


qian के लिए am d 
dn = dn” Хп+1^ а). 


अब (2.1.1) मे 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


= 


(2.1.2) don«1 
Š अधिकतम done don+1” PdOXpn” Жоп+2” 3)? ° 
अब त्रिमुजीव чай से ०७५ 
£ अधिकतम “Чоп, d2n41 एकटा E don41 


+ «Сап? Хэпі” Xanı2))3 ° 


MH a = х, तेने पर 


Чоп, Xən+1” Xon) £ 2kp dn” Xon+1’ Xon? 


foret 
don» Xon44^ Xon) = 8, “Іт 267 < 1. 
अतः (2,1,2) Y 


dong, € १ doy Wel 1) = अधिकता Ck, Ерлі - каз. 


ӘП प्रकार 


don+2 S 3 don+1 > 
T 


In+i S заў З 
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Wim LIEB qe 21 के आलोक H अनुकर oq कोशी है, अतः mfe ५ के किसी 
2 पर अभिसरित होगा. m: 2.1.0 4 а 


d(S2, 2, а) 


d 
< d(S2, 2, Ton 4 1) + d(Sz, Ton 4 1 a) + «Тх, + |» 2, 8) 


d(S2, 2, Xonyo) + 952, Т5х,, а) + d(x5,,5, 2, а) 
€ १९६2, 2, Xonga) + k अधिकता £५९२, 5१, a),d(z, Sz, a), 
d(SX2p» TSXop» а), P[d(z, TSx,n, a) + d(Sx,n, S2, а)12 


T «(апа 2, 3) 


= d(S2, 2, Xonyo) + K अधिकतम ५८२, Konz 187 


d(2, Sz, a), d(X5n4 12 Xon+2» а), Plz, Хапаа” 8) 
+ «(Хәл)» Sz, all+ d(x 


2п+2, 2, а)" 


अब n का ममान मान तेने पर 
d(S2, 2, a) 
< k अधिकतम <d(z, Sz, a), pd(2, Sz, a)? 


< अधिकतम tk, Крэ d(z, Sz, a), 
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भूकि 1) अधिकतम ck, ४०3 suf 


2 = S2. 


इसी प्रकार 2 = Т2, 
अर्धात्‌ 2 प्रतिपित्रणो s एवं 1 का auo fem fag है, 


2 वी अदूवितीयता सिद्ध करने के तिए मान तें % š एक qa а>, का зя 
परकार है कि 


21: S21 z T2, 


14 
d(2,, 2, a) = d(S2,, TS2, a) 


(Ik अधिकता «d(z,, Sz, а), d(z,, Sz,, а), d(Sz, 152, а)» 
?14(2 |, 182, а) + d(Sz, S21 а)12 


= k अधिकतम Cd(z,, 2, а), pl2d(z,, z, a)l% 


afin tk, гру %(21, 2, а), 


foi 
2 zz, पि, 1 > अधिकतम ск, гкрэ. 


йд 2.2. मान d (१, d) एक पूर्ण 2-56 mie हे तथा 5 атак x 
पर स्व-प्रतिपित्रव ё. वदि धन FANÎ k एवं p C Hee < к < 1, kp < 1/2) का 
अस्तित्व इस प्रकार हो fex के सभी x, з, ad लिए 
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(2,2,1) [d(Sx, TSy, a)12 
€ k अधिका <4(х, Sx, а), d(Sy, 159, a), 
d(x, TSy, a), d(Sy, Sx, a), pd(x, Sx, a) 
*d(Sy, Sx, a), pd(x, TSy, a), d(Sy, TSy, a); 
We हो तो 5 एवं 1 के एक за эле स्थिर fa का अस्तित्व होगा, 


उपपत्ति. माना x, wate x का कोई बिंदु है. mme के fadi W एक अनुकर इस 
प्रभार पारिमाषित करेदि 


X, 55%, X4 = T, 7 КОАО 


Хапае = Тапа pro 0... 
gía के लिए माग а 
Чл 2 чт, Xn4 1^ a» 
अब (2,2,1) à 
(2,2,2) 42,1 = Ld(Sxpp” 15902 а)12 
९ ४ अधिकता cd, dans ९ > рабы, Konya а) 
“Чапа? 


€ к अधिकतम Cd apodo 1” P14, + dan 


+ (әп, Xən+1” Xanga) dedo)” 
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qm a = xı, МК 


2 
don» Xon+1’ n+p) € 2KP[d(Xgq’ Xon, 4^ Xon42)15 


fori 


Ч( Хоп, Х2п+ 1? Х2п+2) = e, 11% 2kp < 1, 
पुनः (2.2.2) ў 


2 
g enti 


€ k GRIM Cdan- don jo ९५ + dong y]e 9412: 
(bran 

don+1 < 9921, जहाँ, 1 › १ = अधिकता ck, Kp/(ü-kp)3* 
gui प्रकार 


don+2 € १५१+ 1 з 


अस्तु dh, € १० ° 


: -% 
अब ТЇЙ Т (11681 पृ 2) के अलोक में स्पष्ट हे कि qq oco कोशी t. समष्टि 


(X, d) pf है झतिए वह अनुक्रम x के किसी fag = पर अभिसरण होगा. за हम ан 
mi कि 5 एवं 1 का 2 उभंवनिष्ठ स्थिर fag है, 


[d(2, Sz, а)12 
< 14(2, Sz, Тх,1,1) + «2, Тх, 1,1, a) 
+ (Tony ye Sz, 8)12 = [4(2, Sz, жопе) 


+ d(2, хапа, а) + d(TSx,,, Sz, а)12 
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= [d(z, Sz, x,44,5)19 + 0962, Konya, a)l2 
+ k अधिकतम cd(z, 52, a) ` ५१५1 „» 92, *2n+2” а) 
9(Хоп+1, S2, а), pd(z, 52, а). а(х, 52, а)» 
Pd(Z, Хопфа, 8). Чех ШО 2) 
+ 24(2, 52, Konya)» «2, хр, а) + 2 «2, Xonio a) 
d(X5n4o^ 52, а) + 24५2” 52, а). dc, Xon42752) ° 


‘n का wmm माव लेने पर 


td(2, 52, а)12 < К.рІ«(2, Sz, а)12. 


Мй 


2 = 52, ЗВ kp ‹ 1/2, 


इसी तरह 


9205 Me 


qq:z प्रतिपित्रणो ऽ एवं T का एक ao fem बिंदु है. 


प्रमेय 2, 1 के समान वह सिद्ध किया जा सकता है कि fag г अद्वितीय है, 
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परिमेय quindi हेतु fex fag wu 


दूविक्कारो-फिशर -AM 1401, फिशर 1481-1491, फिशर- प्लान (531 आदि ने 
समित परिमेय gufren को संतुष्ट करने वाले жа ШЇ के लिए कुछ fen fag फे | 
स्थापित किये. au AR बजाज (91 और पाठक 1362 द्वारा कुछ umb зат 
को संतुष्ट करे वाते प्रतिपित्रणों के लिए कुछ fer Ba पमेव प्राप्त RRA og (1361 द्वारा 
РА प्रतिबंध का अध्यका किया mar: 


WW d (м, d) एक पूर्ण दुरीक समष्टि है तथा 5 एवं T ем पर ат ऐसे हैं 
fin के प्रत्येक x, y के लिए 


(x) d(Sx, Ty) 


€ р <4(х, Sx)Ed(x, Ty) + d(x, y)I4td(x, ч)123/64(х, Sx) + 
а(х, Ty) + d(x, у)? 


+ 4 {d(x, Sx)Ed(x, Ty) + а(х, 9)12/<4(х, Sx) + 
а(х, Туу rd(x, y) 


संतुष्ट हो, лр, १, r ) ७, p + q + 7 < 1 तथा d(x, Sx) + d(x, Tu)Z 0, 
Tq अवुभाग मैं ह्म प्रतिबंध CO का gem 2-दुरीक समष्टि में कर रहे हैं, 
ma 3.1. मात्र d OX d) एक पूर्ण 2-दु्रीक mie है तथा 5 एवं 1 mie x 


पर स्व-प्रतिपित्रण हें. यदि uq Wu p, 9, r (नर्हा p + q + r ‹ 1) का ¥ 
प्रकार अस्तित्व हो कि x के mde х, з, a के लिए 
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(3.1.1) d(Sx, Tx, a) 


€ р<4(х, Sx, a)ld(x, Ty, a)*d(x, у, а) 
+d(x, у, а)122/<4(х, Sx, a) + d(x, Ty, a) 


+ १ <4(х, Sx, a)td(x, Ty, a) + d(x, y, а)12/ 
d(x, Sx, a) + d(x, Ty, a)? + rd(x, y, a) 


MT हो तपा dx, Sx, а) + d(x, Ty, tems एतं T के ий for 
fag का अस्तित्व होगा. भूवो इदि d(x, Sx, a) + d(x, ты, а) гоў ऽ d 
T के एक अदूवितीव स्थिर ба का अस्तित्व होगा. 


उपपत्ति, मान d me x P x, कोई fag E अबुल <> की रखना इस 
ग्रकार की जाती हैं ळि 


Xon+ 1 F SXon 


और 


Х2п+2 = Ton + 1? n = @, Мол P 
ШӘП कै लिए माव तें d, = “Оо, १०१५1० а)-39 (3. 1, 1) Я 


don € (P + 8 + г)а, 1 
और 

done M (Р q+ "dan 5 
अस्तु, 


d LÀ 
n S (pr ж € Td, y 
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ШЇ LIEB ye 21 के 3406 Ў 4x,» “एक कोशी अनुक है अतः quf хі कि 
fg 2 पर अभिसरित होगा, अब ex प्रिदुध करी कि 2 Жтт का fu बिंदु है. 


d(z, Т2, а) < 42, хац, а) + d(Sx,,, Т2, а) 
द” (०६८८७ 122/2 Xon+ 1) 
quf (3.1.1) का प्रयोग करने तभा n का MFA प्रान तेने एर 902, Tz, а) ( Ө 
frat 2 = Tz, AÑ प्रकार 52 = 2, 
अब यह दिखाना शैष है फि बदि ante x кіп за ५, ४,३ के तिए 
d(x, Sx, а) + d(x, Ty, a) = e हो तो заб fer № z зи 


होगा, प्राव d प्रष्टि x में qf T का एक अन्य fem fag ७ हे. м 


d(2, S2, a) + «(2, Tu, a) = 8 


бй 
Р = 52 = Ты, 
пч 
м = Tu 
Ж: 
u = 2, 


ku 3.1.1. Me 3.1 मैं बदि 5 = T, p = १ = @ तें तो amm 
Ет सिद्धांत का 2-88 समष्टि Я विस्तार (Їй 783 एवं 1821)प्राप्त होता है. 
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gums परिणो ёў fer fag hr 


हात ही में Qui आदि vul 11521-11541 Я उत्तरोत्तर प्रननिकल के туя 
का प्रयोग किये बिना हीं सापेक्ष smm नियग्रितता की अवधारणा का mmy करते हूए हार्डी -रोजर 
प्रमेय (80 (1531, (1951) का विस्तार किया और कई परिणाम उपप्रमेय के शय में प्राप्त 
किये, उदाहरणार्थ AR, (am ~ जावक (331, फिशर 1511, 40 1871-1881, ФРИ 
(921, TH 11431). 


रोअडेस आदि 11522 द्वारा वार प्रतिवित्रणाँ के gum Bet के लिए अनुक़म 
की ata sur निर्वामतता की संकल्पना का प्रवो करते हुए निम्न dps शर्त м 
स्थिर बिन्दु Фа स्थापित किये गवे जो कि qh гіз, फिशर 1521, माशा C1123, ftre- 
काश्नाहारा (1751 आदि के परिणामों को उन्नत करती हें, 
(*) Ä d(Ax, By) 
S a d(Ax, Sx) * a,d(By, Ty) + a,d(Sx, By) 


+ a,d(Ty, Rx) + agd(Sx, Ty) 


ЧЇ समत x, зем, м एक पूर्ण ain qu हेता किसी һес1,2,5,4,52 W 
लिए а, गुणन qme X x x पर वास्तविक फलन है. 


प्रस्तुत अनुभाग Я हम प्रतिबंध («) का अध्यक्ष 2-दुरीक ante में कर रहे हैं, 
її 4.1. TH d OC ०) एक पूर्ण 2-दुरशीक समष्टि हे जिसमें ० संतत Z. मान 


d а, B, S एवं T समष्टि x पर स्व-प्रतिपत्रण हैं, वदि उणेतर संख्याओं a, > 9 (जहाँ 
he CL2,3,4,5) ) का अस्तित्व ऐसा हे कि > के de з, ad लिए 
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(4.1, 1) | d(Ax, By, a) 
€ a,d(Ax, Sx, а) + a,d(By, Ty, a) + azd(Sx, By, a) 
+ ayd(Ty, Ax, а) + acd(Sx, Ty, а); 
(4,1,2) а; + 34 + ас < ауға спора, а EE 
(4,1.3) S संतत है; 
(4.1.4) d(x, Tx, a) { d(x, Sx, a), xa EX; 
(4.1.5) ша CA, 52 मुग्नात है; 


(4.1.5) S एवं T W ат क्राशः एक эта: паби अनुक्रम oq बीर 
उपगामितः B-faf अनुक्रम су о का अस्तित्व 2; 


तो A, B, S एवं T का एक зач उभवनिष्ठ fer बिंदु होगा. 
` उपात, Pa m एतं n के लिए (4.1.1) Û 
d(Axqr Bin а) 
€ 30652 SX” а) + a,d(Bu,, Ty, a) 
+ agld(Axy, 5, а) + d(AX,, ВУ а) 


+ d(Sxr, Ву, Ax) 1 + a,ld(Ax,, Ву. , 3) 


n^ 
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+ d(By,, Тур, а) + d(TYp» Аха, By) 
+ асГа(Ях,, Sx, а) + d(Ax,, Ву, a) 
+ d(By,, Ty,, а) + d(Ax,, В9,, TYR) 


+ d(Sx,, 19,» Аха) J ' 


अतः 
CAD Pd(Ax,, Byn, а) 
5 ч9( Аж, зху, а) + rd(By,, Tun; a) 
t а+4(5х„, 89,» AX) + sd(Tu,, fx, Byn? 
| + а-4(5х,, TY” 10002 ” 
णहा 


р = (1- 84 - a, - ас), q = (a, + a + ас), 


r = (a, + а, + ас), 5 = (a, + ас): 
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इप प्रकार 
Pd(fq,, Ву, , 8) 
< ad (Axa SXn^ a) + 7489, , Тул, a) + а:4(5х,, Ву, AX, 


) 
E sd(Typ» Ax” Вур) + 3४५) Tn” Ax,) ° 
qq fep заб पे 
(4, 1,8) а(Ах а, Ax, a) 
€ «Саха, Вуд, a) + d(&x, Ву, a) + аА д, Ax, Bun) 
€ (q/p)EI&q, S, а) + (ях, Sx, аў 
+(2r/p) d(By,, Ty,, а) + (az/P)Ed(Sy,> By, Ах) 
+ d(Sx,, Byn? Ax, 22 + (5/р )Ed(Ty,, Яхі» Bun) 
+ d(Tyn” An” 8५722 + (асир )Ed(Sx,, Tun; Ax, ) 
+ १९७2 Тур, Ахр)2 + (аха, Ax, By), 


dal x के тїт а के लिए(4. 1.7) से Tilly m Kay, Ву, а) = е. 


इसलिए MT n 99%, Bun, ^, = 6, 
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अब (4. 1.6) के प्रयोग से (4.1.8) दुवारा, п का MT मान लेने पर 
My n d(Ax,, Ax,, а) = 0. 
E 


ШЕ अनुक्रम ५69८ कोशी है, пара समष्टि x H किसी fag 2 पर अभिसरित 
ae 


अब त्रिमुर्जीय water से 
d(Sxp» 2, a) 
< d(&q, SX” а) + d(AXp» 2, a) + d(SXp» 2, AX, ) ° 
(4.1.5) Tn का सामान मात लेने प; tS 2, 
इसी WOR (Bu) 2, Ту 22, 
(4,1,3) Y <S2x 2 — sz, {SAX -> 52. 
ЗК (4.1.5) ў CAS% +52, 
अब पुनः (4.1.1) से 
d(ASxp» Byn’ a) 
९ a,d(ASx,, 967 а) + azd(By,, Tur, а) 
+ a,d(S*, Ву, а) + a,d(Ty,, ASx,, a) 


+ agd(S?x,, Tua, а) 
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n @[ xime मान लेने पर 
Е 2,08) € (az + a, + ac) d(S2, 2, а). 
जो (4.1.2) से एक विरोध है अतः 52 = z. 
М: (4, 1, 1) से 
d(Az, Вур, а) 


< a,d(Az, 52, a) + a,d(Byp» Tua, а) + a4d(5z, 8५» a) 


п” 
+ a,d(Az, Тур, а) + agd(S2, Tn” a) ° 
n का सीमान्त मान लेने पर 


d(A2, 2, a) € (a, + a,)d(Az, 2, a): 


(4,1,2) Y 


> 
N 
"Ó 

N 


qq (4,1,4) Q 
d(2, T2, a) S d(2, S2, a) = 0, dd: 2 = TZ, 
पुनः (4. 1, 1) 4 


१९2, Bz, а) = d(Az, Вг, A) < (а, + az) d(z, Вг, а) , 8 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. Ап eGangotri Initiative 


39 


A ONSE 2 = Вг. 
E ПАКЕТ A, 8, s एवं ТЯ sumo fer fag है. 
WW d ७ gaat B एवं T का एक gu әліне fer बिंदु है, तब 
| d(2, W, a) = d(Az, Bu, a) 
€ a,d(Az, S2, a) + a,d(Bu, Tu, a) + a,d(Sz, Bu, a) 
+ a,d(Tu, Az, a) + agd(Sz, Tu, a) 


= (az + Ba + Bc) d(w, 2, а), 


णो कि (4, 1, 2) W एक विरोध है, अतः 


इसी प्रकार {чан किया जा सकता है कि 2 प्रतिवित्रणों а एवं 5 का एक उभयनिष्ठ स्थिर fag 
है, 
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Жа” mifa vft हेतु स्थिर fag प्रोव 

E (501 खारा 1979 Й за का Мм mal ui किया паг: 

Ws 5.1. md d (н, ०) एक पूर्ण aim ш हे तता 5 खं 7 men 
पर У हॅ. a 5 एवं T का omne ॥ में fem fag होगा वदि और केवत ав एक 
सेतत (ат ^ тем SONT पर ऐसा ated से कि नो зат 
के ww aufm dans ४ के लिए निज शर्त (») को WS R: 
(*) d(Ax, Ау) < Pd(Sx, Ty), $ p € @,1). 

ऐसा प्रतीत होता है फि उका गोव Q प्रेणा प्राप्त कर पाठक (1371 बे far के 
स्थान पर за” palette (АЙ чї 1.9) का प्रवोग करते हुए निम्न uoo 
aya ga का अच्च जाएकीकरण GR किया, 

प्रान ते ९, इणेतर Wen का зра हे त्रा (м, ४) एक W Rie га 
है, मात तें H = th: R5— R : afer है तथा qao चर Ў 
IM हे व i ® ) ७ के तिए гс) = (t,t, ай, ant, at) (t 

` जहां a, + a, + ay = 49 तभा ^ के edm yd तिए 
(xx) d2(Ax, Ay) 
€ h(dŠ(Sx, Ty), d(Sx, Ax) . d(Ty, Ay), 


d(Sx, Ay). d(Ty, ях), d(Sx, Ax). d(Ty, Ax), 


d(Sx, Ау), d(Ty, ау)». 
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Я निन फ्रोगिका की आवश्यकता होगी: 


MM 1.1 (1961, प्रलेक + > e के लिए rCO ८ t होगा वदि और 
Р यवि rnet) = ७, akir", r का n वार 874 फलव है, 


प्रस्तुत अनुभाग Й सम प्रतिबंध (**) का TUER 2-दुर्रीक une में कर रहे हैं, 


ЙД 5.2. मान लें. (х, d) एक TÍ 2-20 mie है जिग ० dar. 
मान लें समष्टि X पर я एक प्रमाता ат है तथा समष्टि x पर 5 एवं 7 
स्व-प्रतिषित्रण ऐसे É कि निनलिप्तित शर्तें संतुष्ट होती हैं, 


(5.2.1) аба” НИИ grat (९,53 एवं ся,тэ का ऐसा अस्तित्व है कि 
AX C SX л TX; 


(5.2.2) x Ë एक м <> का ऐसा इस्ति है जो я? के ote mm: 
उपगामितः $2-Май vi тга हे; 


(5.2.3) x W प्रतेक x, у, аъ far # में एक h tar? कि 
d@(Ax, Ay, a) 
€ h(d*(Sx, Ty, a), d(Sx, Rx, а). «Ту, Ay, а), 
d(Sx, Ay, a), d(Ty, Ax, a), d(Sx, Ax, 


® ).d(Ty, Ax, a), d(Sx, Ay, a), d(Ty, Ay, a)); 
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(5.2.4) шї + > ० के लिए, (t, t, e, ft, 0) € st, (t, t 

e, 9, ах stmt 4-2 केलि s= 1 एवं! ९ 2 
के लिए ७ ९ 1 т) = (६, t, a t, apt, азі) «t, 
p + a, + B, = 4 


я ^, 5 एवं 1 का एक зах उभवनिष्ठ स्थिर fag होगा. 


жїн. хіх, d. «й aco ८ SOO, хех इस प्रकार d wi 
हैं कि AO) = Sx इसी प्रकार , № ROO C TOO, рє X Я प्रकार है 


कि. ^, = 1%५- वपक स्य मैं, हम x में ЗИ ор: की रवा इस प्रकार कर Wet 
Ей 


Yon = SXon+1 = Mon 


और 


= = = 0 1,2 ...... 
Yon+1 = TXon+2 = PXon+1” n 22252 


fam qui 1. фаса) = ШЕР Yn+1? a), dna) 8 कै लिए 
(5.2.3) Y 


(5.2.5) d$, (a) = 92(8хәп, Mans а) 
= d2(Axongy2 Pop» а) 
{ h(d2, (а), danla) do (ay, 8, 
do (Aldon ,(8) + dx (a) + Rong 9), 


जहा, Ron-ı = AX _ү, Man Өрүү). 


2 
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43 
за यदि RSS Q0 9, d (5.2.5) Йа = Axons रहने पर 

ся < һе, 0, 8, 2२८५, _ |/ 9) 

CMR on ge Reon ү २८20-17 RH’ Fo 
Š रिव: 
जो एक विरोध है, अतः Ron y = ९ ` 
पुनः (5,2,5) Ў 
42 (a) 
€ Md? (8), d Са dan 4000787 


don (Aldon 168) + 45(а)1, 0): 


रान तें mn के लिए ० ) 4-1० A 
प्रत्येक पर में атам है, इसलिए 


` 
d2, (a) < h(d2, (a), 4९,१९३), ё, fd2, (а), 0). 
इसी प्रकार 


2 2 x 
42.18) < PPS ба), Fong lad, ९८ ९८ #9 ane 102) 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


किमी भी स्थिति मे (5.2.4) W 
१९, ९ 9942, ‹ वंशा «ес Ds 
जो एक विरोध है , अतः किसी п के लिए 
Чп_1(а) > ча). 
पुनः 
42 (а) = dé(Ax,, Ax,, а) 
« һаг (a), dola). d (a), @ 8, гара) + d,Ca)J,d,Ca )) 
< (dë (a), d2 (a), (а), d2 (a), 2d2 (a)) 
= r(d^q(a)) ८ 
व्यापक Y मैं, 
d? (a) ¢ гп d2, (a), 
Mid, > ९ м mier 1.1 से 


Wim, d? (а) = 0 अर्थात्‌ Wim, ०१९३) = 


за यदि ०७९३) = 9 तब स्पष्ट है कि प्रलेक n के लिए вуса) 


अतः 
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PROG ФИ 2, जबकि m-9,1,2,....., 
P = 0, 
स्पष्ट है कि п-п ў लिए उपरोक्त कथन सत्व है क्योंकि R. = ९, 
ЕЛП, यह ФИ m = n, n+1 ў लिए मी та है, ma 
m > пі, m = пар, р > L. 
अब यहां पर दो स्थितियों €: 


1, МП GUI है. 
2, जब विषम Wem है. 


mit 1, 
d (Sa) € dn(Uy 4) + dy СУ) t ७-1 शा+12 
€ d ९७ 1) + thd? (ур), d^, (9), 
аа ОЧА осу о GE c el 
+ (१९-20 शा 1) १९-2९ शा 12” १९-2९ n+ 12” 
2०९६-2९ शार 12” d^. Cp 1222 77 


-1(42 2 
о оч аа у 
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dê (n), 242 Сут), d? (up 9172 
d cnP- Icd? 00901), 90031.12 
аг ір), 24 (зүү), d? 1091222142 
рі) + 2 ChP7 ICO, в, е, १, 0127 
= dnlYn+p-1) ° 
इसी प्रकार स्थति 2 के लिए free किया जा सकता है कि 
उ (५) € dn Snap - 1) 
अतः प्रतयेक m के लिए 
da C За) 
€ dag api) ©.....5 १(शा+12 = 8° 
अब mmn मात तें ॥ = n+, t> 1. 
ЧА d Ca) € ५९३) » 
dnp) = duit € dasti Ym) (०००९० 


| € da 9a) z 9. 
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A mer me nn = KIKIKG स 


fram कथन्‌ 3. d(५,, Jj? gp) = e, जहां 1, 3» 
Š १६०, 1,2,...2 व्यापकता की किसी Ш हानि के बिना ह्य 1 ‹ ра 
सकते हैं, माव लें ७२१ + с) 1, तब 
€ dO, Yje ४-1) + dOQN jp ge Y jan? 
+ WY jan 1? Sj’ Заг)” 


її दो प्रद निशवात कपन 2 में quum हैं, 


फलतः 
4694, Зу, Зур) 


S d(५,, 9), Yj4r-1) б... 
SS d(५,, Уу” Уу) 20. 
इस प्रकार यह कथन Ч हुआ. 
сач mW 4. ८७9 एक Su тра हे. wits सांगा, 4, = ० इसलिए | 
2 ze सिद्ध करना पर्वात होगा कि <9,,2 एक कोशी зря है. मान d ऐसा नहीं हे,तब एक 
з ere ऐसा है М тїт уіп гк के लिए {її 2१९४) एतं 2४८४) 


гк € ?n(K) < гак) 


को संतुष्ट करते हुए इस प्रकार हे कि किसी ३९% के लिए. 
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(5,2,6) WYoncyy Jom(k)? a) > € 2 


Е ШІ” г(к) के लिए md 2206), 2nQo Y अधिक a Cur पुणीत है जो 
(5.2, 6) को संतुष्ट करता हे. zu प्रकार 


(5,2,7) Uan y Som(k)-2’ a) € е. 


तब प्रत्येक 2k के लिए 
€ < «СЗап(ку” Som(k)” а) 
€ Yancey? Yanıny-ar 8) + Yancy? Угя(ку” S2m(k)-2) 
+ «СЗап(к)-г” Som(k)” а) 
क्योंकि मध्य पद ( यहां तथा निम्नलिखित заба ай ча में ҷа हो नाता हे) बीर 
4(Уәт(к)/ Уаи(к)-2” 3) 
< १(४४॥(॥)१ З2т(к)-1” 9) + १(४०॥(/)१ ४2७(1)-1/ a) 


+ d(Uom(k)-1^ Som(k)-2” а) * 


E ज्ञात है कि 


€ d(Son(k)^ Yom(k )-2” a) + Ч2в(к)-1(а) + Ч2и(к)-2(а). 
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34 (5.2.7) एवं еттт कथन 1d 


ай मामा, 
с 
бай EGU a 
КФ Йй कथन 3 के पयो मे स्पष्ट У, 


4(४७॥(४)२ Son)? 2) з 6. 


और зг Уат(к)-1” 9) - anotan donci ) - 1%) 
V enter, Vencey-17 9) - «СЗап(ку” Yancey 82] 
Š don(k)- 1^ * Чап(у (92 š 
(5.2.5) OI (5. 2* 7) i k— c qr 
s аа 12 Yan )-092 — € 


ओर 


qq 
«(Зэп(к)” ४2७(८)/ 9) 


€ Фә (куба) + 9(92п1(к)+1” Yanıny? а) 


+ d(Uon(y)^ Э2в(к)” Sən(k)+1) 


€ don) (9. + CRI Gone, ४2७(४)-1/ а» 


don x) ° dom(k)-169)7 ЧСЗэп(ку” ४2४(४)१ а). 
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E 
ИЛТ Yon(k )+ 1 a), donc f" 
d 
(Some )- 1 ? Jom(k )+ 1? 8), dC9on(k)^ Son(k)” a), 
Чет(к)-1(а3 М2. 


५ का सामान मान लेने पर ат कथन 1, (5,2,8), (5,2,9), (5,2, 10), 
एवं १ के тт पर मैं guum गुण और उरि साति सातल से 


£CChG?, 9, ६९, ९, 0)21/2 ( r1/2(g2) ‹ Е 
जो एक विरोध है, अतः зря cax, o कोश होगा ओर इसलिए mç x की पूर्णता मे x 
किसी йа 2 पर अभिसरित होगा. क्योकि тїї Kung? एवं £1)» 48х12 कें 
उपानुक्रम हैं इसलिए वे भी 2 पर अभिसरित होगी. क्योंकि 5 एवं T संतत हैं, अतः 


57 > 52 ЗК 15९9151172 Tz. 


अतः 
d(STXop» TSX op +12 a) = d(SAXop 17 TAX op» a) 


€ d(SRXo 1” ASX 54 _ 1? a) + d(ASXop _ 1» ATX” a) 
+ d(ATXop» शिक्षा? а) + d(SAX2p_ у, Thon” ASxpn-1) 


+ d(ASX2p_ у, TAXop» Тхор) я 
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Е 


(5.2, 11) 


S 4635 _ a ry а) + а(аёҳ,, TOES) 
+ чи, Tx s, a) 
+ १८55 1, а are Тахо) 
+ (Ax п, Txan? ASx2n-1) ЖЕР: 
—— 5 ° fa AE TERN 
KASKzn_ 1, ATXon” а) 
Sh(d2(S2x, |» Thu, а), १(६९५७॥-1 85)/91-1/ а), 
A(Téxop+ АТ, а), d(S2x, |, Тш, а): 
чехи» Akon, 8), SÓN op gr 1601-12 а), 
d(T” Ахоп, а), d(S9 1 ЯТхад» а). 
1/2 


2 
(тж, АТ, a» 


2 
(52.12) (nid ctos 17 Тау, а), dS xpi» ЗЯхап- у, а) 


+ díS?xop_q+ Я2Хәп |) 821 
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[d(SPx _ | Тахо, а) + १९०५७० атг а). с; 
UO S, ११९७... а) + (5x ر‎ BE 
E a) + EE (/ 70 a1. 
[d(T xan SAxpn 1» а) + «(52,1 1, Alkon айы 

LCS], 16092 а) + d(T” Akon, а)1. 


[d(T exons Tos, а) + (72, Axa, a))3"7?. 


ШЕ 9052, Tz, a) > ०*तब п का Wii मात लेवे (5.2.11) d$ | 
(5,2,12) एवं (5,2,2) का MT करने पर 


d(S2, Tz, a) 
«Ch(d?(S2, Тг, a), ®, 42(52, Tz, а), 9, e); i? 


« г1/2(42(52, Tz, а) 


= к tal 


९ १७२, Tz а 000 - 


М 
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पुनः Райи gather y 


(АХ фр, AZ, а) 
< SAX zn 4 1५ १59९914 1^ a) + qASK ona 1 Az, a) 
+ SAX on 4 1५ ASXon4 17 AZ) - 
अब (5.2.3) एवं ८१,५१ की m тит का प्रयोग करने पर 
A(SAXon y 1» AZ, а) 
€ US ones Axan, а) + (१९५९५७ , |, Тг, а), 
СС SPX one 12 he US 12 rena a). 
d(Tz, Az, а), d(S*x5,,,, Az, a).Ld(Tz, 5691412 a) 
+ d(S9x, 1 A Xonai 821, LGCS ү, 3022112 а) 
+ d(S2x, лац, "атар 822. Ed(Tz, SAX, ¡> а) 
+ Sons 1२ Ахар 321, AS m4 82, a). 


d(Tz, Az, а)? + d(S*x,,, App” AZ) ° 
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अब ॥ का समाल मान तेने पर (5,2,2) ў 


d(Sz, Az, a) 
( <Һ%(42(62, T2, а), 4(52, Tz, a), d(Tz, Az, а), 
%(52, Az, a), d(Tz, Sz, a), 4(52, S2, a), 
d(T2, S2, а), d(S2, Az, а), d(Tz, Az, а))21/2 
< Ch(0, 0, 0, e, dé(sz, Az, а))21/2 
९ г1/2(42(52, Az, a)) 
९ d(S2, Az, а). 
यह दर्शाता है कि 52 = Az, M: Az = Sz = Tz, 
44 
d(AZ, Ахоп, а) 
{ Ch(d2(Sz, TXop» а). d(Sz, AZ, а). d(Txpn” AXop, a), 
_ d(Sz, вл, а). Ч(Тхоп» Rz, а), díSz, Az, a), 
Ч(Тхоп» AZ, а), d(Sz, fixo, а). 


d(TXop» Axons a))3 2. 
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— BRE ры. 


аль 


d беде 2-2 
(Az, 2, a) < Ch (d2(Sz, z, а), e, d(Sz, 2, а), | 


d(2, Az, а), e, @)) 1/2 
९ rV?(d?(2, pz, a) 


< ७८82, 2, a) 


णो एक विरोध है इसलिए 


अतः 2 प्रतिपित्रणों A, 5 एवं T का sumo fem बिंदु है, 


अब ह्म м कि वह fex fag aaa ма x में एक अन्य बिंदु >, का 
अस्तित्व ऐसा t कि 


21 = Az, S21 z Т21. 


d2(z, 2,» а) = d2(Az, 02. а) | S D 
( h(d2(Sz, Т2, а), d(Sz, Az, a), d(T2, 


गये हैं जो йй ager सिद्धांत एवं $m йр सिद्धांत का व्यापकीकरण एवं एकीकरण 
करते हॅ. इस gum के दो अनुभाग ё: 


1. प्रारंभिकी E 


i ay 
2, परिणा қ 
4 > ante A 
+ HE, d Я 


a 


X lat Ue 
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1 


mui 


“ШЇ के апта! के dx ў КИИМ 11143-11153 ने 1973 H एक НЯ 
fem $ तिए п eim aa के गुणन पर एक fex विठु vix प्राप्त किया, सर्दा हम 
доў के अनुसरण पर आवशवक संकेतों को и का रहे है: 


प्रान d (८६०१) a зао जह солан а-а! n 
वास्तविक ЕО हैं, зай (८१) का зря зай: इस प्रकार ЧАН है 


m T. vid i = k 
(e) m Б 
1 Ti а; |, vid i#k, 
(t) (t) (t) (е) 
Cj] San, wet * бін, быка ія К 
(хх) 2 


(t) (t) 
rne ८१ Coi 


i, Ма собора ly t = e, 12209 102 n-2, 


pa? क्वि (८(६)) ७३ (1-६) (n-t) af आतूर है, Вя विका सकः ладней 
द्वारा प्र्त है (un ही देख (311, (1762), 


विका 1.1. md o» !०४३।,.....००. तब аза ham 


(1 1 1) LT k ९ NU i % 575 Т 


का एक ЧФ WEM г, > 0, іг1,.....,п, होगा वदि और dus वदि Pus anion 
संतुष्ट हो: 
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ARM (1, 1, 19 की सागता के at और ne (९, 1). Ы * 


à EE u = 
(1.1.2) ७) у 0, 1z1,..... nt1-t, tol so... 


„ш... 
д जरै ow ҰН 

मान d (1.1.1) Й тита quiis гү, iz1,.....,n एक साध 
है qur a 


n 


(1.1.3) h = अधिकता, (г, E 3107६): 


am de एवं ८ ऐसी xat emp हैं № і Es D. 


(131,4) 8 6 2b + 2८ < 1-h, 
पृविधा कै लिए प्रान d (9), ५५५ occ. Un) = ९(1/॥), (U, р912,...,9) 
= u (1,n), X = Xx 2942 soso x: 


प्रटकोवम्की प्रमेय 11141-1 1151 " 
22 вай cu Sm EM 
фа 12. MÊ (ху, dy), tet... (fam समद्या हेता | 
T, : X— X, 1 = 1.....п., Шау, Lk = №... m का अस्तिव E 
इस प्रकार हो कि 2९, के समी qm x< ४८० ८ = teem कैंलिए | | 
(4.2.17 “(Т (५९1,॥)), TfgC L0) En аца, ५) - 
TL ВЕ ВВ 
और 2% » 6, 15 1. - а 3 an: 


ШЇ निकाय | Ee AA не 


- 


эй Р 


EPRE 


60 © 


(1.2.2) 2 = 1 (x( 1,n)), Г SD „п, 
का एक и साधव »,,..... Ay Um, जहाँ хе X, 
121,,,,,,,1, तषा FIR fex EX 1s 5,7 ‚п ў 


लिए उत्तरोत्तर पुनरावृत्तिकों के qq 


(0,2,3) Y yal = TQOOCL n), ж 2 762227 


L,,...,n अभिसरित होते हैं और 


— 
п 


(1,2,4) хі = सीमा ¬ ху, i=1,..../n% 
उक्त प्रमेय मटकोवस्की संकुषन सिद्धांत (йн) के am से जाना जाता है (देखे, £ 1763) एवं 
(1.2.1) को मटकोवस्की संकुचन शर्त कहा जाता है. 


जरविक 1311 4 «амі प्रतियित्रण ма б लिए лай का विस्तारण एवं 
व्यापकीकरण किया जो за परिणामों के साथ बहुमानी प्रतिवित्र्णी के लिए me (1191 $ 
a सिद्धांत को भी За करता हे, ленні йч तकनीक का अनुसरण करते हुए 
जरविक 1322 एवं i-ga 1421 ने mm: alos 1441 एवं क्रासनोसेलस्की 
[1801 के स्थिर, fag wat को वो प्रतिवित्रण [тї के लिए मिद्ध किवा. іа है कि 
лоў प्रकार के स्थिर (а प्रगेव फलनक सर्मीकरणों के साधनों के fay उपवोगी हँ. 


ats mata के कार्तीव गुणन पर ат निकार्वो हेत कोमिनेक 1992 के संपात 
ma, सिंह-कुलप्रेष्ठ 11762 के स्थिर fag mh, М तथा आईसेकी-तर्मा-वर्मा (देखें 1781 
व 1821) आदि के 2-а mie में परिवर्त प्रात करना ही आगामी अनुभाग का а 5504 
हे, वस्तुतः 2-50 समष्टि पर मठकोवस्की प्रकार के 474 प्रतिपित्रणो के अध्यक्ष का वह प्रथ 
प्रास है, 
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Ч 2.1. मान लॅ (ху, d), 1 = bcc. mr Wf 2- wit हैं 
तथा а,,, b, с) 0 CL = 1,.... ) ЧИН (+) ,(+*)„ (1.1.1), 
(1.1.3) एवं (1,1,4) द्वारा тісін हैं, मानलें wm fmm P, d 
x Q, : X > Xi» і — рт tr» Der 


(१2, 1.1) d,CP,CCL0)), Q CCN), ру) 
( » d, ) 
- a Xy» Зуи» P 
= н ik КУ К k k 
+ bld,(x,, P (х(1,п2), Py) + ПЕТЕ Q (४५ 1,n)), p,21 
t сга, (ху, Q (yC 1,0), Py) + d, CPCxC L,n)), ५३० Р,21: 


की WT Ot LY), 71) € X x X x X, के तिए d करते हैं 
तब x, में ऐसे Әй ху, 1:1.......п का अस्तित्व होता है कि 
< A 
P,Cx(L,n))= x, = Q (१९( 1,n)): 
“2% Ehe = p.41 
Чч. प्रमेविका 1.1.1 एवं (1.1.3) 
ы 


д? «०००४० इस प्रकार छोट सकते हैं 


xml PO) एवं ५९०१२ = ü eR ICI), m = 0,1, 
ўз हम मान सकते हैं कि ५,५९, хі, ру) Cry, ! = 1०... ००५१; इए 


(2.1.1) ат 
а Ор, хі, рү) IA IATA Py) 
ца Ə „1 
23 ad, OQ Ху? Ру) 
k=1 
+ b[d OT, POPC, Py) + 4,04, 9/01) 137 
+ एव, Od, POL), Pj) + dod, OCLC 1,п)), ру = 
अर्थात्‌ 


(2,1,3) 4,04 


"i 


+ b[d (хі, хі, Py 


+ сга (хі, o 
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e 

अब यदि ५,००५ хр, хр) € (2.1.3) Ë p, = x? रहने पर 
(1 = 594,00, Хи ४१) ९९ 
अर्थात्‌ d Og, xi, x?) = 0, | = 1,...., n. 
अस्तु (2.1.3) 3811 
4,04, xt Pi) < 4Г), wel q z (h +b + ८)/(1 -b - с), 
2 | 3 2 
इसी प्रकार 9,04, хі, Py) € гу: 
amm: 
d О, ха? Py) S атг, m = І EL 

अतः om, 1:1,.... п, कोशी अनुक्रम हे अरात्‌ x, के йт ру Қ 9,04, 
X, ру) — ० नेमे т — EE 
суту का x, मॅ एक सामा fag होगा और Я u, Ма! = 1,2,...,n. 
अब त्रिभुजीव असमका से 

га Cu ,P,CuCL,n)), PISA (щу, xf, ру) 


+ d, (P | (५९ L,n)), аго” ( 1,0), Ру) 


2m+2 
+ d,Cu,, P (u(1,n)), xj ) 
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64 
СОРИ оа OGL Ugo Pk) 
+ bECd,Cu,, PCuC L,n)), Py) + а ССН хот, руз 
+ cld,cxemtl, p (u(1,n)), Py) + १९0७0, x292, p,)] 


और जैसे Ч mc 


(1 - b - c)Xd,(u,, P (u(1,n)), py) < Ө प्राप्त होता है, К 


५, = Ру(би(1,п)), 1 = 1,.....‚п. . इसी प्रकार fuer fex जा सक्ता है № 
wa а, CuC 1,02», ४८1, ७-० ०४, 


अस्तु u, ШЙ ШЇ PQOLn) = 0,/(х1,п)) = хрх, ап 
का एक साधन है, यह साधन заа है ае वदि u, दुसरा संभावित साधन हो तो, dm 
ह्म माव सक्ते हैं कि ५,९५,, Uy, Py) «гу, 151,....,п, (2.1.1) Š 


daCu,, Uy, Py) = d,(P (u(1,n), QíCuC Lm), ру) 


n 


< 24 a dy (uy, Up, ру) + bed CU P,(uci,n)), ру) 


+ d(u,, Q,lucl,n)), ру)2 + ctd,Cu,, P,CuC Lon), ру) 


+ d,(u,, Q (७५ 1,n)), P,)J = = а, d, (u, , чү, Pk) 


- 


п 
+ 2cd,(u,, Uy, Ру) = 2 аг + 2cr, € (h + 2c)r,- 
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ama: font धन पूणीक та के लिए 
d,(u,, Uy, P,) € (h t 2c)"r, . 


foray Xy के प्रत्येक Р, के लिए d,Cu,, u, Р.) = @ प्राप्त होता t. 
क्योंकि 8 < ^ + 2c ( 1, du, = Uy, t= 1, ...../॥. उपपति पूर्ण हुई. 


wî 2.1.1. HN 14 मै ७ = с = 8, Р, = а), 
८1, оооп, तो ATÎ प्रमेय (Ad. प्रेव 1.2) का 2-2 6 परिदर्त уч होता है 


टिप्पणी 2.1.2. sm MR ७ ८ = ९, P २, 1: 1448 
आईसेकी 1781, आईसेकी-शर्मा-शर्मा 1821 से deat परिणाम प्राण होते 


femi 2.1.3. उपयुक्‍त प्रमेय में वदि ८ = e d तो दो प्रतिवित्रण निकाय के लिए 
सिंह-कुलप्रेष्ठ 11761 Ma का 2-दुर्राक समष्टि मैं विस्तारण प्राण होता है, 


Ma 2.2. मान d Ay R5.....,8, тай TRT WI हैं एवं x, 
Х›,....., Х MT: dy, 1z1,.....,n, 2-2 के साध 2- mía Z 
तथा а, b, с ) Фі,кзі1......,п) प्रतिंधो (=), (ах), (1,1,1), 
(1.1.3) एवं (1.1.4) द्वारा पारिभाषित हैं. यदि чарах निकाव Р, एवं S AX 

1 = 1 n, М (2.2.1) को संतुष्ट करते हा, 
P(A) C SA), $ (१)(-९, ) पूर्ण HMA Š 1 = 1......,п, dw 


(2.2.1) © d, CP (жСІ,п)), Р(ӘСІ,п)), ру) 


n 
€ 2 аак CL), 5, (9СІ,п), py)+ BEd, (S, O« 1,n)), 


P (2९९ 1,n)), Pi) * 4; (5, (5(1;п)), P (४९ 1,n)), Р,)1 
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+ cld,(S,(xt1,n)), P /(8(1,n)), P /) + 4,(6,(9(1,п)), 
P (х(1,п)), P4215 


जहां सभी (х(1,п), sCLn) » py) कार्तीव गुणन A x A x X, वेः सदस्य हैं, तब 
समीकरण निकाय P,Od,n)) = @,(9(1,п)), 151, .....»7, कै A Ü साधत 


AR होते T 


उपपत्ति. प्रमेय 2.1 के समान धनात्मक WEM г), га,...., Ty 8H प्रकार 
प्राप्त की जा सकती हे कि 


‹ һг 1z1,.. 2. الم‎ 


8१ 1” 


ўз Р,(а) C 5, (8), इसलिए ^, मैं mm x, के लिए a, Гоа 


m 


५,(^) Ë ६2, ag की СЕП इस प्रकार की df सकती e: 
PyCx?M 1,п)) = SGOP Io 1,0)) = टत 
एवं 
P,G20*161,n)) = SOT? 1,п)) = z?P2, m = 0,1,2,...... 

ўз हम मान सकते हैं कि 


а т 21: P) € Uy, г. > 1, i = Lo Sola aT 


तब (2,2. 1) Y 
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(2,2,2) 4,022, 22, Py) = १७|०४/(1,12), 


n 1 2 
P (хё(1,п)), Py) € = are 2ұ, Py) 


+ bid (zl, 22, py) + ५,९२१ г), 7127 + cld,(2j, 2}, Py) 
+ d (22, 22, ру), 
(2,2,3) HE Е РОД = a ydy (zp, 2 ग) 
+ btd (21, 22, ру) + d (22, гі, P1 ¢ CE E 


2 3 1 2 
+ 91 (21 2р, Рр) + б2р, гі, 2123 


Cía г-діе ०, त्रिभूणीय असमिका को age करते O: 
यदि 9,021, 22, 22) >७.तब (2.2.2) Pp, = 2} MR 
dCi, 22 21) € . b. ०] (zl, > Za 
fore 
REN 24, 21) = е, 5<1. 


अस्तु (2.2.3) Ў 


2 3 
d,(z,, 21» Р.) S (h+b+C)/( 1-b-c) um - qr,» 
del q = (h+b+c)/(1-b-c), 


इसी तरह 


3 4 
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amm: 
०, (2९११1, 2११८, р.) < aPr,, w = 1,2,... , 
qq: с2"2,1-1,.....,п कोशी अनुम हैं^वृंकि WE х,1-1,.....,п कै प्रत्येक उप- 
шей पूर्ण हें इ सलिए tz}? की S (A) 1=1,...../॥ मैं सीमा होगी, ма Uy, 
1:1,.....,п कह सकते हँ. अब माव लॅ 5-1५, isl,...n ЧСП) एक 
fg М 5,९५,९।,॥)) = uy. 
за (2.2.1) Š 
4,(5,(91С1,п)), P Cu (102), ру) 
€ d,(S,(u,(1,n)), P, GeRf2( 1,n)), Py) + 94, р О (1,п)), 
P,(x2™*2(1,n)), ру) + d (5, (91 (1,п)), Р СО ШП 
P (XEC, TDD) € GCS O NO 2 RSD) 
n 
go a; Sy CI CL0)), 2042, py) + bd, CS, CU, CL), 
PíG4CLT)), рр) + d, C222, 22443, py] 
+ CEd, CS (९, CL,n)), 2६११3, р.) 
+ d, C272, P (u CL n)), ४33 
t di (S, (9, C L,n)), P (u, CL п), 20829). 


т का THR मान लेने पर 


(13€) 3 (S (u, ( 1,п)), P (u ( 1,n)), A) 
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^ 
аў 


~ Digs + 


Ы ' 
} 
ў 
( 
М 


{ bd, CS CU, CL), P, (g Cn), Pj)” 


अतः 
5,(9,С1,п)) = P (u (1,n), 1 = Liers A 


ЧИТ 2.2.1. mu wm 2.2 मैं = 


S (9९ 1,п) = 


1.2 का 2- me d विस्तार प्राप्त होता है ओर वदि 1 = 
आईसेकी-शर्मा-शर्मा (८78, 1823 ў детс йиш Па होते हें. 


टिप्पणी 2.2.2. ФИМ का संपात प्रेव (99, प्रमेव 11 जो कि Па 1641 $ 
९ लेने पर 


“С 2 


संपात प्रमेय एवं ІН का व्यापकीकरण है, зім wa 2.2 H ७ 
тч किया जा सकता है. 


ठिपणी 2.2.3. зм प्रोय 2.2 मैं = с = 
{б संकुषन सिद्धांत (871 का संपाती भाग प्राप्त होता है. 
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= © = 8, А, = X, एव 


x, (जहां प्रत्येक x € ^,» 1 = L.....,n) लिवा जाय तब प्रमेव 
1d di 


0, A, FE dd पर 


1, प्रारंभिकी 


2. um de ©з 2 
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प्रारंमिकी 


प्रोफेसर कियोसी आईसेकी 1793-1817 ने } adom 2-मावकित чи पर परिभाषित 


अविस्तारी प्रतिपित्रणो cafe 2-मानकित समष्टि (>, | |, , . 11) का к एक aga HHA 
Жа Пит тік x को अविस्तारी कहा sm वदि K में प्रत्येक x,y एवं x 
के प्रत्येक 2 कै लिए it - Tu, 2।। ९ Ux - 9211) कें लिए स्थिर बिंदु 


का अध्ययन किया, इसके बाद से 2-मानकित एवं 2-ammg wala H कई [ex faa ma 
स्थापित किये गवे, उदाहरणार्थ aQ (1211, t381- 1391, [6314 11821) , 


हाल ही H पाठक 11381 ने атто समष्टि х Haka) заза संवृत उपसगुच्चव м 
पर трапім ऐसे क्रमविनिमरवी स्व-प्रतिपित्रणों f Uds ` का अध्ययन किवा 
जो ॥ के प्रत्येक x, з एवं १९०, 1) के लिए निम्न ager शर्त को संतुष्ट करते हैं: 

(+) FX - Fy | j 
q अधिकता < ІІбх - Fx || ॥॥७५ - Full, (бх - Full 1169 - Fx | |, 


бх - Fx | 16у - Fx l|, 6х - Full [бу - Fy ID. 


प्रस्तुत अध्याय d ह्म प्रतिित्रण शर्त C+) का अध्यवन 2-बानाह піс में कर रहे हैं, 
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2 
Ч 


Фа 2.1, md (B, I, . 1D एक 2-48 whe है ann प्रष्टि B का 
н Faye उपसग्रुलय है, प्रान d प्रतिषतरिण F व G: мм Е कि 


(2,1,1) FG = GF; 
(2,1,2) F^ = 52 = 1, जहां 1 wenn АЯ है; 


М के प्रत्येक x, з, a के № (9,1) Ñ एक QW निक्तांक q का aña है कि- 


(2,1,3) || Fx ~ Fy, aff 
< q अधिकता £ || ७९ - Fx, || 1158 - Fy, alt || Gx - Fy, ali 
II Gy - Fx, all, ।| ७९ - Fx, all II Gy - Fx, all, 
II ёх - Fy, all IIGy - Fy, al); 


M के feat बिंदु x, के लिए एक अनुक्रम ссх > [ңиш प्ारिभाक्षि हैः 
(2.1.4) 6,1 = (1 - t) Gx + tx, ९ < t < 1, n) 12 


अनुक्रम Gx? $ HEE N के fm És ५ पर अभिम्रित Re я ह ब ७ 
का एक अदृविताब это स्थिर ($a होता हे. 
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Rags 


उपपत्ति. प्रत्येक n > 1 के लिए (2, 1.4) पै 


(2, 1,5) Il G+, ~ Еби, a | É 
९ ((1 - ६) || Gx, - FGu,a || + t I) fq - Еби, 8112 — 
< (1 - 0? || ७८ = Еби, aff + 2t(1 - t) x 


(2,1,2) से 
(2.1.6) ИР E EGU нае 
९ q अधिकतम </1 Gx, - Fx, a)1)16%u - Еси, all, | 

|15 = бы, a11115%u - Fry, all 


|! Gx, = Fx, 31111 Gu - Fans all 


LI 


nae 


(2, 1,7) II ७1 = FGu, al? 


[І Gx, = FGu, 81101 Fx, 7 
+ || Gx, - Еби, а||1 
+ t? q IM CII Gx, - Fx, all 
Ім - FGu, all, || Gx, - Еби, all 
Сім ~ Gxp all +11 Go = Рр, 317 
+1100 = Ер, Al СМ - Gx, в 
+ [I Gx = Pq, alll | 
+ [I Gr = FGu, all Ім - Еби, all 
IM au 09५41 - GXp r^ я Я Р 


0 же та ठे. с 9*2 
इसतिए ९९9 = Gx 2 — | 


(41-3) 3X па чи लेने पर 
llu - Еси, aJ? ` 
९ (1- £t)? llu - Еби, a) + 2t(1 - t) [м - Еби, a 


+ tq अधिकतम te, e, e, | - Еси, a | > 


= (1 - t)? Ju - Еси, a |Ë + 2t(1 - t)» 


=k Iu - Fou, alf, 
qe К = (1 - (1 - १) ४21 1. г 6 


स्पष्ट है कि 


Ju - Еби, а || 


АЖ Al 


(2.1.9) Fu = F?Gu = Gu. 
ЗИ: (2.1.1), (2.1.2) 4(2,1,8) — (2.1.9) Y 
Ім - Fu, 811 = |І (Ға) - Fu, a | É 
९ १ अधिकतम се, Ім - Fu, alf, e, өз 4 
= q |lu - Fu, all. | E 
अब E u = Fu Six (2. 1,9) से u = би अर्थात्‌ ५ ЖИЕ ^ 3 3 
एवं G का stars स्थिर fag है, अब यह (mm शैष है कि वह बिंदु qaa है, | 
मान लें F एवं ७ का з स्थिर а ota 
| In - v, aff = || Fu - Fu, аір | PR 


= ПЕСЕЦ) - F(Fu), a | É 


९१६९, ll - U, aff, в, 6 


ч e 


इस अध्याय गें e-ma साष्ट Ў шіні की अभिसरण संबंधी सऱ्या पर कुछ. रिणा 2% 
दिये गये हैं. इसके अनुभाग निम्नवत्‌ हैं | | 


1, П 


परिणाम , 
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1 


रिकी 


ऐ प्रतीत होता है फि ямы समष्टि Й agar प्रतिक्षिणों का union प्रोफेसर сте 
९७ क्रासनोसेतस्की 11091 की निम्न पेव Ў Cal: 


Фа 1.1, मात d fewi प्रानकित समष्टि x में K एक after पूर्ण gaps sug 
है mp P ШК xe एक मस्त mp है, प्रान तें FRAN 1 : KP संतत है 
तपा 5 : Ks х qup FRAT है, वदि к Gui x з के तिए 
Tx + Sy CK तो ८ ¡एक ta fa u Of Tu + Su = ५, 


TER WM 11451, (िइप- कृबिरेक (751 तथा कई за af (ёй, 
उवाहरणार्भ, (1313, £1393, £1473, 11491, £2033) 3 (auum fe Яні 
wate के प्रतिषििष T के तिए वदि प्रान an अनुक़म बिंदु = पर होता हो तो 
Тг = 2, & (421, दुगरी और वैमपर्ता-पिह 11221 ФП IRE (1211 4 देखा 
कि T के fav ame इत्तिकावा पुनरावृत्तिक aM 1843 yaaa T के fem іа पर 
अगिसरित होता रै. हात d F क्राएनोऐेताळी (1991 की पुनरावृत्तिक विधि का विस्तारण करते 
हुए parar 11032 ने «амі ТЇ के तिए आन एनरावृत्तिक विधि का अध्यक्ष किया, 
इन सभी परिणामी $ आतोक Й № 11721 ने इतिक्ावा ver की पुनरावृत्तिक विधि की 
अवधारणा «амі чча! $ तिए प्रस्तुत की तभा Aux femi के सन्नि संबंधी Rum 
fad. 


प्रस्तुत अध्याव H हा ram gafa के तिए ям पुनरावृत्तिक विधि के зум पाठक 
£1393 vd ya- शर्मा (2031 के परिणामो का विस्तार CAR mes: गेव 2. + एवं प्रोव 
2.2) 2-प्रानिकत піс में कर रहे हैं, 
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"ОИ 


इस qum Й om UNE (N, IN, ५६.०1) 2 ли Bale है तभा x इस्रका 
ғи жн उपसमुत्तव है; हम » पर दो тЇ के fem Qata ६147) दुवारा अध्यक्ष किये 
ma हृशिकावा पुनरावृत्तिकों के अभिसरण का अध्यक्ष कर रहे हैं, 


ИЯ T, 1 : > * ›, ५ € ХМ 


Xon+1 = (1 7 Сп) Хәр + Сп T4 Xen 
Konto = (1 ~ Сп) Maney + Тохо, П = 8,1,2,..... 


my: (4) coat (11) Cp CCQ, 1), n = 1,2,...., 
(111) Wt. ENG 


їйї 2.1. ग्रान d T, Чт, ER 8 x पर dep a पूर्व 
попа अनुक्रा o किसी fa २ w ЗА होता हे. md 
q ‘€ (6,13 तधा X के Mix у, a के fç 


(2.4.4) М Tax - Toy, ауса अधिकतर < Их - ५, alk 
Их - Tp aji Ci - Нх - Toy, аі] 3 


—  — а 7 
1+ |. aji 
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IIx <7129; allti - ll x - T% а | |] 
—k V, 


1 + 11 x - Toy, all 


IITx- у, aji [1 > IJIy-T,y-aljl 


— M M = —— Ó—— M 
, 


1+ dH Tax - у, all 


11४ - Toy, 81111 - тух - 9, ар 
y 


1% МУ- t g Ham 


सादे, ,2 Dd "eT ETIN any reac tary 21 ता 3 48% Gi B 


Teri faa EPT - 


उपपत्ति, md x में एक बिंद 2 w? कि vm 22. md 
1,2 52 . अब ह्य OREN 2 2 = 1,२, TÍ (०,1; !) दारा 


112 - Toz, а | | 


¢ 112 - Xon 1 а | | Дд LE) | | Xap ` Toz, all 


| 
ў € 112 - Xon 1” all +11 хот - To2, all 
E: 


< 112 - хапа» UR SID a ०0225 а|| 


a e 4 अधिकतम £ । । ५, , -2 , all 
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ll xon - Троп, १1 EL - Il хад = Toz, alt J 


—  — U 
, 


1 +11 Xon =. T Хоп а || 


ІІ хап - Foz, all C1 > Пт ТЕ 


Se e. 


1+ {хь - Tez, all 


II Т a [1 - ||2- T 22, а || 1 


an "2 > 


— n —  — ae ee ee  Ü — 


1 +IIT ore, ali 


la - 122, 811६1 - | | Т Xon 2 а|| 1 
м. 


1 + [г = 0527 АШ 
अब fm 
ІІ Xan ` Тро, alle {| x - x а || 7e 
n 2n 2n+1” n 
इसानेर्‌ 
{| 2 24 Т22, а. | 


+ qe, अधिकतम < | | an-z, alf» 
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n? 
< === аа — — — — —— == ——— — ee --, 
1+ Il Xan 7 Xen+1” All "бп 
|| xon - Т22, 311६1 9% 11 Xon = Xən+1” all 7c] 
— — — ань жа» e हक ह ыш» жа» ч жш». ее жең жил. жа» де өш» жы» жы» “> = өше жи» аю Жә» ә өн» «м» ў жә жә — - өн» —À жә жәе жә жә — ә 
1+ || Xon ` Т2, а || 
11 T Xon" 2, a| | = || 2 - T52, al] 
— —— «к» — MÀ сь «кә а са SSO! OSS OSES OS сю «ко са «а сь SS A «ә са са са өз «с вю eee आ = , 


112 - Т22, 311६1 - II T Xap 72» 3117 
ETT Е > ° 


IIT 112 - To2, all 
` अब झगे -1, की ovi एवं (111) का प्रयोग करते हुए паня 
|| 2 - Taz, || «C1 - h) ।। 2 - Taz, all + hq अधिकतम “е, e, 


[= 5 122, aj] Il 2 - Тог, all 


— р 9, nn — = = аю = — — _- } a 


-e आवळ жә 


1 + [12 - Toz, all 1 + 112 - 122, all 
з. 
112 = Т2, all < (1 = h) 112 - Taz, а || 


hq 112 - Taz, all 


1 +112 - T,z, аі] 
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अधात्‌ 


| 2 - 122, all € - (1-9) 
frat 


|2 - 122, 311 0 № e ९ १ < Е और а mie x का mmi 3994 
हे, अस्तु 2 - 122 Ча Wed: आश्रित हैं, ўе х में यो वा इससे अधिक зам हैं 
इसतिए ऐसा ककल तभी wu है М 2 - 122 एक Wa Н हो. अतः 122 = 2 


| FÎ प्रकार 2 = 122 E EE पूर्ण हुई. 


प्रमेय 2.2. та T, एवं т, е х ху (абзе 
तथा पूर्वं पारिभाषित अनुक्रम ९५२ किसी Ña 2 एर है होता है E 
46 (9, 1) तधा > के सभाः x, Y, a कै т 5 
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(2,2,1) |I тух - Тру, 911 € q अधिकतम ४11 х-У,а || ? 
|| ४-५५, allel + || x-T all] 
a— ао — — v... ле ае —— аю аю аю лаю а” .. вю аш аю аю лю аю жә ж ==) 


1+ Их = ५, а || 


lx = Toy, all ГІ + || x = Tx all + ||४ - Ty all] 


MRR UP OR ooo: --і ' 
2(1 + |[х-у, арр 
तो 2 Я т, एवं 12 का उमयनिष्ठ स्थिर fag होगा. 
उपपति, मान लें x में एक बिंदू 2 ऐसा है कि in, x, = 2. @ т है कि 
T |» = Т2 з 246 
्रिभुजीय अ्रसमिका «d (2.2.1) ата 
[12 - Toz, all 
€ ||| 2 = Xon+1’ all + II Ci - Са) хот + Cn! (Xon = Т2 ‚all 


S 112 - хофу, all + 11 (1 = cp) || Xon Таг, а || 


+ Cn || T Xon = Тэг, а || 
€ 112 - Xən+1” EL CEN) ll Xon ` 72, all 


MES अधिकतम < 11 хо, - 2, all, 
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mame ee - «а a а «е «> «һө» е «е «е «ы «е «ы «ы «ә «ы «а — «е «ы «ә «ы «к «м» «а жа > «ше — —— — —H y) 


1 + ІІ Xap 7Z» all 


|| Х2п-Т22, а 11 Сі || 2021 хопа [| + || 2-1 (४212१ 112 


а. НИЯ > 
2(1 + 11272” alh 


€ || र 7 Xone |? а || +(1 = Cp? || Xon E 722, а | 


+c, 9 df € II x, = 2, а ІІ, 


(А == © ою = = = = — = — = = = = 


ы «ы ва ча са ча ча со ча ча «с ча ча а ———— У . 


2(1 + || Хоп 7 2, all) 


n का diis मान @ к 


ll 2 - Тог, all < (1 - h- hq) 112 - Тог, а || 


112 - Taz, all = e. 


“Я 
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इसा प्रकार 


अतः ' 2 ИТ т, एवं T, का Sumo Fac fag है, 
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тана: зади час में अवतार fî fec fag 


इस अध्याय मॅ स्थानतः 740 समष्टि पर पारिभाषित ИЧП प्रतिपितर्णो के लिए एक 
स्थिर fag gía स्थापित किया गवा हे. वह अध्याव दो अनुभागों Й विभाजित e: 


1, संकेतन एवं परिभाषाएं 


2, परिणाम 


_ Cc-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


k. केर ह a ee а 


C MM 57% 
88 
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केता aftr 
प्रान d E एक स्थानतः зада सांश्यितिकतःसविश mz हे. ० द्वारा an 
के कुल को प्रदर्शित किया जाता E करते हैं, इस gum 


प्रयुक्त कुछ संकेत इस प्रकार हैं 


& (^) = 9% 4х = ull: x, У € A, AGED 


$ (A) = उच्पक cplx - Y) : x, YEA, ASE) 


B Do 91 = (y : p(x-y) < r} 


djOGR) = नानक <р(х-у) : YEA с E? 


D (A,B) = ЧАТ Ст са (Ca, B) : аса), उच्पक Cdp (b,A) * be 831 


seria है कि अर्धमानकित p द्वारा प्रेरित फलव 0, एक दूरीक है, ad, हाउसडो (741. 


परिभाषा 1.1. (1011, feet amm піс в% һан зада sump 


кулш विन्यास М š ददि « के प्रत्येक एक ў अधिक ай वाले 


Way sugar 5 के लिए, 5 W एक ऐसे, का अस्तित्व हो कि 


FW Их - ५।।९ dis) - 


yes 


परिभाषा 1.2. (1237, किसी स्थानतः зая ИС ६ के зада उपसमुखव кі 
प्रसामान्य विन्यास ЕШ б वदि к के एक से अधिक बिंदुओं वाले иан заци 


mp ७ के लिए , ७ में एक ऐसे, ха अस्तित्व हो कि 
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У р(х-у) € 500) 
u EU 


gama fram पर विएतृत अध्ययन कें लिए (1111, (462, ६671, ६1181, 
11641, [195], (1971, 12821, 12041) का अवलोकन करे. 


еб (1811 दवारा 1965 Ñ Мм wa स्थापित किया गया: 


um 1.1. am dx एक wm ae समष्टि हे तथा С प्रसामान्य विन्यास के 
साथ एक संवृत परिबद्ध зада ац है यदि 7 : ८ — c एक ЗЧ प्रतिपित्रण है, 
तव T H एक fem fea का altaa होगा. 


eder है № gta 1.1 की समी शतँ स्थिर a की प्रापि के लिए आवश्यक हैं, ad 146), 
यह प्रमेय तब भी सत्य है यदि ८ को qm समष्टि 8 का Tum विन्यास के साध 2444 aden: 
संहत знч लिया जाव. दुसरी ओर यह Ta वर्षों तक अनुत्तरित रहा कि qur किसी ама aA 
в के प्रत्येक दर्बलतः संहत заци эр ८ पर पारिमाषित प्रत्येक अविस्तारं प्रतिवित्रण ch fem विद 
का अस्तित्व (स्थिर fag गुण ) होता है ? हात ही में प्रोफेसर 9 $e tang (31 द्वारा इस प्रश्‍न 
का नकारात्मक उत्तर निन उदाहरण प्रस्तुत करते हूए दिया mar: 


мел 1.1. पान तें х Яп Ше сео है Ят 
1 
C = «xeL!to, 11: ० < x(t) < 2 wmm: ओर [xc = 12 


मान लें T:C— ८ इस प्रकार पारिभाषित हैः 


{ «Tran €2, 2x(2t)} 5 а ¢ t < 1⁄2 
(Tx) t = 2 


अधिकतम се, 2x(2t-1) - а ев, 


तव с एक зуе और Ям: संहत summ है तथा 1 एक bm 
कि स्थिर fag मुकत है. अविस्तारी प्रतिवित्रण है जो 
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gm 1.1 की Wem से fra परिणाम प्राप्त किया जा सकता है, जिसे я 
(151, me (681 एवं feb (1011 ने स्वतंत्र स्य से प्राप्त किंवा था, | 


प्रमेय 1,2, md х एक समान зае ате wm हे तथा C इसमें एक 
aftr संवृत wage उपसपुष्यय हे. यदि т: ८-2८ एक айын परतिपत्रण हे तब T का 


एक स्थिर fag होगा. 


1973 ў गोबेल-किर्वी-शीमी 16571 ने व्यापकीकृत अविस्तारी प्रतिवित्रणी (ऐसे प्रतिपित्रणो 
जो 1.3.1 को age करें) के लिए निम्न Фа स्थापित कीः 


प्रमेय 1.3. मात्र d एक чи эм амі समष्टि x का к एक af, 
чбчач संवृत Yaga sq हैं, यदि 1 : кк एक संतत प्रतिपित्रण ऐसा है कि к 
के प्रत्येक x, y के लिए ups Td: 


541 
(13.4) II тх - Ty [| 
‹а, Их - ४।।+ [Іх - 1ल्‍/ 11 + а [іу - ТИ 
+ а) ll x - Ту || + ag Ily - Tx ||. 


संतुष्ट होती है जहां a > ० एवं фа, < 1 है, तब T का K में एक स्थिर fag 
होगा, =" 


परिभाषा 1.3. स्थानतः Faye समष्टि ६ के किसी mae ८ पर Ая 
स्वपरतिपित्रण т को їшї कहा जाता है वदि а के wàm p एवं wq ८ के प्रत्येक 
х,у ў लिए p(Tx = ТУ) < Р(х - ५) हो. 


1982 4 A- fe- स्विट फिलूड (1233 айт स्थानतः чада weh ца 
1.3 का विस्तार इस प्रकार किवा mar: 
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q 1.4. má E एक em: 244 समष्टि है तथा ६ d к एक me: 
संहत IE उपसमुच्यय प्रसामान्य संरचना के साथ ЯМ d To: KK एक संतत प्रतिवित्रण 
ऐसा है कि am ए एवं के к х, з के लिए 

p(T - Ty) 
€ a, р(х-у) + a P(x - Tx) + a,p(y - Ty) 
+ a, p(x - Ty) + as p(y - Tx) 
n 
संतुष्ट हो जहां a,» е, Жар Us तब T के एक fex बिंदु का अस्तित्व 
होगा, i=l 

परिभाषा 1.4. 1701, am d स्थानतः 4486 समष्टि ६ d ८ एक संहत 
उपसमुष्यय B. p प्रतिवित्रण 7 : K— 26 को अविस्तारं कहा mam वदि аў 
प्रत्येक рк के प्रत्येक х, u के लिए 

Ор(Тж, Ту) < P(x - y) 


age हो 


| प्रमेय 1.5.1701. मात d Е एक ЖИ स्थानतः зда समष्टि हे तथा ६ mk 
संवृत MAI qup TI प्रसामान्य संरवना के साध है. वदि 7 :८--- 2६ एक agri 
प्रतिषित्रण: ऐसा है № і 


1.5.1. К के प्रलेक » के तिए TOON K £ é 


Ww K के किसी संवृत їн ЕЙ L के लिए 1 суугу 5%. जहां mú v € L 
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1.5.3 L के समी x, ५७८५) & लिए 


D (Tx AL, TYAL) € p(x = y), 


तो T का एक स्थिर fag होगा. 


उपर्युक्त प्रमेय आमाव - fh (61, $ 11911, MT 11111 एवं नाइलर 
[1191 के परिणामी का विस्तारण करती है. अविस्तारी प्रतिपित्रणों के लिए विभिन fra Й 


कई स्थिर बिंदु प्रमेय स्थापित किये mà, उदाहरणार्थ 24 (111, (51, (71, 18), 
[11], (161, [381], (391, І661-Г681, [79], [106], (1891, 


[113], [151], (1571, (1721), 


हाल ही मैं आवारि- लहरी 111 तथा लहरी-तिवारी 11961 ने स्वतुलूव amm un 
कै संवृत заде परिबद्ध व प्रसामान्य संरचना वाले sm к पर पारिभाषित स्व-प्रतिकिण 
T के लिए निम्न प्रतिबंध के अधीन स्थिर बिंदु प्राप्त №: 


(*) IITx - 1911 < अधिकतम Nx - УП, IIx -Txil МУ - Тур 
जहाँ mix, зек, 


प्रस्तुत अध्याव में ह्म शर्त (*) का NUES स्थानतः sae ШІК में कर रहे Z. 


2 
परिणाम 


Th 2, 1, md X एक TE स्थानतः за समष्टि हे एवं k mie x 
TT एक अरिका, . संवृत ТЩН ЧЫ उपसमुत्वव प्रसामान्य dp के साथ है. मान 


: Т: k—k एक ऐसा प्रतिषिण है कि x के प्रवेक x, у के लिए निम्न शर्ते संतुष्ट होती 
1 
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(2.1.1) р(Тх - Ту) 
« अधिकता ср(х - DO, PC) - Ту), Р(х = Tx)? ५ 


(2.1.2) उच्चक 0९५ - Ty) < ७९) j 
y EF 


नहीँ प्रत्येक F, к का वह 254 संवृत aye उपसम्रुचव है जो т гакі स्व-प्रतिपित्रित है, 
8 та к में एक fer fag होगा, 

उपपत्ति. मान d H, K के उन IRM संवृत заа sm का कुल है जो aa आविष्टि 
ar тіп हैं एवं T ата स्व-प्रतिवित्रित है, м aran से H की we श्रुता में परिमित 
ado गुण होगा. arf प्रोयिका से ॥ में एक заб 1704 F C माव लें) होगा. दब वदि ЕЙ 
केवल एक ही अवयव है तब हमारी उपपत्ति पूर्ण हुई. विलोम्रतः मान लें г में एक से अधिक qum 
है, 
AMT ^ = 3H (7५ = y): 

ge F ' 
तब (2,1,2) 8 
A< 697) ° 


F W प्रत्येक x के लिए गान d 


u,(F) = अधिकतम CFO px - у), аз. 
४६1 


U(F) = निनक CU (F) : x €F), 
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FL = Ox EF 3 ०,७) з (FD, 
पब हम an fr F- एक अरिका 991 vd Зари ЧӨП हे, 
गान तें किसी धन ûe n और £ के प्रतयेक х के तिए 
F(x, n) = (५५८६१ : р(х - Y) < VCF) + Un) 
IR 


Cn = ГУ F(x, п). 
хе F 


सर्वम हम यह ча कि समव су अरिका हे. माव लें ऐसा नहीं हे, м ह dx, d 
хә का अस्तित्व ऐसा होगा कि 


FO, n) ГУ FO, n) = Я. 
निम्न 
(2.1.3) P(x, - xx) > VCF) + I/n + U(F) + Im = 2u(F) + 2/n- 
a । कें प्रवेक x के लिए 


347 P(x-y) > 97९ )/2 
yer 


जिसमे 
‚ यह ema है कि 


У» > ЗС 
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अर्थात्‌ 


$, CF) ८ 2u(F) + 2/n * 


अतः (2.1.3) È 
P(x, - Xp) $50) > 


जो "m विरोध है, Чі Х 1? Xp € F, 


अतः ८, ай है, यह मिद्ध किया जा सकता है कि с, ча एवं qam है और 


n 
Cnet C бп. 


00 
अब हम यह सिद्ध करों г: D 


4. Cn" 
WW d чеҒ,, Mu (F) = ५(F) 
अतः 
(2.1.4) МАП CITO PCy - x), ñ) = U (F) 
x €F 
[ТЕЙ 


3540 P(X - Y) € VCR) तथा A < u(F) ° 
x EF 


अब а यह सिद्ध करना है कि समस्त пае के प्रत्येक x के ACA AM 
d ऐसा कैवल कुछ n एवं F में कुछ ही x के लिए सत्व है, तब P(x - ४) >(५९F) 
+ wm जो कि (2.1.4) का विरोध है झतिए ५ € (c, जिसे РСА 
тазе nm F कै vim x एवं mu n के लिए 

४६7९1), अतः 540 PO - y) < ५९). इससे ५,९) < ००) RẸ 


UCF) Qo 


oO 
इसलिए u (F) = ५९९). अतः УЄҒ वा AGS Fe - 
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со 
इस प्रकार यह На हुआ कि Г. = I c 
n= 
अतः Fa 991 और saya हे तथा зат से अरिक्त है, 
अब यह [п शेष है कि ६९८) < Š CF). «Пб к प्रसामान्य संरचना के साथ है और 
ASE) इसलिए # मे एक x का अस्तित्व ऐसा होगा कि ०, (ғ) ९७९). माव तें 
Хі, Xoe К qd 


року = २2) CD) К 


इसलिए 
(2, 1,5) 6७९८) = dum Ср(х, = Xp) $ хі, ५2६63 
EY A) CO) ° 
XEF з е F & तिए 
| P(Tx - Ty) 


< अधिकतम <р(х - y), р(Тх - x), PCS - y)? 


« अधिकतम { .(% 3), 340 РСТу - y)? 


< अधिकतम < 540 р(х - y), A? 
y OCF 


अतः T(F)C-BSETX, “(Ғ21. 
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ee 


unc है कि 


16 NB гт, ОСЕ) CF NB, тх, u(F)J CT(F)CF) . 9 
"ifs F अलूपिष्ठ अवयव है इसलिए 


FCB (Tx, v(F)]l. 


p 
अतः 
(2.1.6) Sd P(Tx - у) < WF) ° 2 

y CF . 
jd E ` 
оту F) = अधिकतम CFG p(Tx - у), а> = 

Yer қ ) "р: 
XM r 


< अधिकता ५९९), 82,(2.1,6) Y 
= wF), MÎM A « UF) . | 


qq: (F) ९ UCF) Wy सदैव UCF) ९ ५, B 
v(F) 
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SUMMARY 


The concepts of linear 2-normed spaces and 2-metric 
spaces uas investigated by K,Menger 1928 and S,Gàhler in 
1383/64, The notions of 2-normed and 2-metric are regarded 
as notion of the area consisting of non-collinear three 
points like notions of norms and metric regarded as notion 
of distance between tuo points, The area in the euclidean 
plane is uniquely determined by given three points. 
Therefore each 2-simplex has its area, This idea is easily 


generalized to higher dimensional figures, 


The first chapter is introductory іп nature and 
contains certain topological preliminaries to be used in 
the sequel ,The intent of the second chapter is to give some 
géneralizations of the well known Banach contraction. 


Principle on the setting of 2-metric spaces, 


Vith a view to generalizing the Banach contraction 
principle Matkowski established a fixed point theorem for a 
system of transformations on a product of n metric spaces, 
The third chapter attempts to extend certain genera- ` 
lizations of this principle to 2-metric spaces, It appear | 
that the Matkowski type contraction principles on 2- ше 


spaces are being studied for the first time mM 
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is Well —knoun that iterates of nonexpansive mappings nee 
not converge to its fixed point, In the fifth chapter, ue ` 
consider a certain class of nonexpansiue mappings whose 
Mann sequence of iterates converges to their common fixed 
points Пе last chapter is devoted to some fixed point ` 


theorems in locally convex spaces, 


प्रकाशन 


1. 2-45 एवं 2-मातकित aia में संपात एवं रिभर Ша सरम्रीकरणों के साधन 
(qe сае सिंह के साध) vorm प्रेषित (शोध प्र की clot पृष्ठ सस्या 111). 
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